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Ueber die Ausgleichung mit Bedingungsgleichungen 
bei der trigouometrischen Punktbestimmung 
durch Einschneiden. 


Von 


L. Krüger in Potsdam. 
Mit 3 Textfiguren. 


Vorgelegt von Herrn F. R. Helmert in Potsdam durch den vorsitzenden Sckretär 
in der Sitzung am 3. Februar 1900. 


Eine Ausgleichung eines Rückwärtseinschnittes mit Benutzung 
von Bedingungsgleichungen ist bereits 1885 von dem verstorbenen 
Professor O. Bürsch im Anhange seiner Geodätischen Coordinaten!), 
S. 115 u. f., gegeben worden. Indem er einen Fixpunkt mit den 
übrigen n—1 Fixpunkten und dann sämmtliche mit dem Punkte, 
auf dem die Beobachtungen nach den Fixpunkten stattgefunden 
haben, verbindet, ergcben sich x —1 Dreiecke. Wenn nun in irgend 
einem Dreieck dem Winkel, welcher der allen gemeinschaftlichen 
Seite gegenüber liegt, eine fingirte Verbesserung beigelegt wird, 
so läft sich in jedem Dreieck nach dem Sinussatze diese Seite 
zwischen dem Beobachtungspunkt und dem Anfangs-Fixpunkt, von 
dem die gegebenen Verbindungen nach den Fixpunkten gehen, 
ausdrücken. Der Logarithmus derselben stellt sich als lineare 
Funktion der Verbesserungen beobachteter Richtungen und der 
fingirten Verbesserung dar, deren Koefficienten die Differenzen 
für 1” vom log sin der betreffenden Winkel sind. Zicht man nun 
eine Gleichung, etwa die erste, von den übrigen ab, so ergeben 
sich n —2 Gleichungen — die nichts anderes sind als die Seiten- 
gleichungen um den zum Anfangspunkt gewählten Fixpunkt —, 
und wenn man aus ihnen noch die fingirte Verbesserung eliminirt: 
n—3 Gleichungen, die nur Verbesserungen beobachteter Rich- 
tungen enthalten. Nachdem durch die Ausgleichung die Werthe 

1) Anleitung zur Berechnung gcodätischer Coordinaten. Von Prof. Dr. Otto 
Bôrsch Mit zwci Figurentafeln. Zweite vollständig umgearbeitete und ver- 
mebrte Auflage. Cassel, Verlag von A. Freyschmidt, 1565. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse. 1900, Heft 1. 1 
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Es sei nun Q ein durch irgend welche Rechnung gefundener, 
in der Nähe von Q gelegener Punkt; die Azimute auf ihm nach 
den Fixpunkten P,, P,,..., P, seien +7, {,+7,, L+ts . .., 
t +r. Die r sollen kleine Grüen erster Ordnung im Vergleich 
mit den # sein. Stellt man nun mit dem Punkt P, als Pol für 
die Vierecke P, P, P,Q', P,P,P,Q',..., P, P, P, Q' die Seiten- 
gleichungen auf, so ergiebt sich 

58, sin(/,—t+t — +;) sin (4, — AÀ,+7,) 1 


s, sin (4, M] 3+ T3) sin (£, = FT, 7) 
sin (£,—é, +7, — 7) sin (é, —A,+t) 1 
FR —A,+r,)sin(é,—t,+1,-5,) 


and allgemein 


4 Sin(é—ét+r, -r)sin(,-4,+%) 1 
S, sin(é,—6é,+vt,—r,)sin(é, — À, +r;) 


1) (=3..n) 

Entwickelt man diese Gleichung, nachdem man zu Logarithmen 
übergegangen ist, so erhält man, wenn man sich auf Glieder erster 
Ordnung beschränkt : 
C_,+7, {cotg (f, — t)—cotg(t,—4)}+7,{cotg(t,— À,)—cotg(t,—t,)} 

ME T cotg (CA Æ d) =, cotg (£, D. 1) | = 0, 
wobei 
#2 5, sin(£—£)sin(,—4,) 
9) Ca = Mo log s, sin(f,—t,)sin(f, — 4) 
G—53...n),  e” — 2062648, Mod. — 0,434 2945 

ist. Die x sind in Sekunden gegeben. 

Hieraus folgt weiter 


CR cn ae 2 F un 
3) 5 i L 
k sin(é —À,) . 5 où 
T, sin (#4, = f U sin (4, — {) + T, SIn (é,— L,) == 


Nan ist aber 


4 in pue sin(f —4;,+7) 
) r,  sin(t—-A,+r)’ 
wenn r, die Entfernung des Punktes Q' vom Punkte P, bezcichnet. 

Da die Gleichung (3) die Glicder zweiter Ordnung vernach- 
lässigt, so kann man in den Koefficienten der + 


CN) 


RTE Sin (4 = À;) 


D sin (4 — À) 
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setzen. Damit erhält man aus (3): 


5) K,,+7r,sin (£—t,).T,+7r, sin (—t).t,+r,sin(é,—#,).r, = 0, 


( = 3....n) 
wobei 
6) K;, = C,,.r,sin(t,—t,)sin(t, —t,) 
ist. 


Bei der Bezifferung der Fixpunkte ist darauf zu achten, daf 
t,—t, nicht 0° oder 180° wird, falls dies überhaupt môglich sein 


Setzt man 
r Siné —t) — a, 
7) sn —1,,) = 8, (v=1...n—2) 
Tyte sin (£, he) tn 


so kann man für die Gleichangen (5) auch schreiben : 
8) Ce TB TS PES FX, = (0. (> = 1...n—2) 


$ 2. 
Anstatt die Konstanten X, vermittelst der Ausdrücke 
KÆ, = r,sin(f,,—t,)sin(f,—-t#,).C, 
a o” lo 83 sin (és, — 6) sin (4, —4,) 
Mod. Su Sin(é, —t)sin(é,,, —4,,,) 
(v = 1...n—2) 


C, 


zu berechnen, kann man sich auch, wenn die + bekannt sind, also 
die Lage von Q' bestimmt ist, der Gl. (8) des $ 1 bedienen. 
Nach dieser ist 


1) —X, — a,T, HP, TV, Tia 


, ist die Differenz des berechneten Azimutes der Richtang Q'P, 
und der Annahme t#, dafür. Sind x, y die rechtwinkligen Koor- 
dinaten von Q' und zx,, y, die rechtwinkligen Koordinaten des 
Fixpunktes P,, so ist 


noos(t+tn) = mx, r,sin(h+n) = y-y 


! 
NT V2 
x, —z" 


tang (4 +7) — 


Nimmt man, um den beobachteten Richtangssatz näherangsweise 
zu orientiren, für das Azimut der Anfangsrichtung denjenigen Werth 
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an, der sich für Q'P, ergiebt, so ist 7, — 0. Wenn man nun die 
Lage von Q' vermittelst der Beobachtungswerthe für die Richtungen 
nach P,, P,, P, abgeleitet hat, so ist auch 7, — t, — 0. 
In diesem Falle giebt die erste Seitengleichung 

S, Sin (é—t;) sin (f,— À) Avis y 

s, sin(t,—t,)sin(f, — À.) 
oder 
2) Sql cap 

sin (f, — À,) s, sin(é,—t) 


= tang À; 


hieraus erhält man 
3) tang à (+t—[4,+4,)) = tang 4(6—t,—[4,—24,)) tang (45°+1). 
Damit findet man zunächst #, und #, und dann weïter #, und 
die übrigen { durch Anbringen der beobachteten Richtungsdifferenzen 
gegen {, oder f,. 
Ferner ist jetzt, auBer 7, — 7, = 7, = 0, 


7, —= Azimut Q'P,—t, 


4) T _ » (2 Pt 
z, == n Q P,-t,, 
und für die X hat man 
RES 
K, es TO 
b) K, — Ts 
K, = TT Vu-a LA 


$ 3. 

Die plausibelsten Werthe der Verbesserungen der gemessenen 
Richtungen auf dem Beobachtungspunkte Q seien 9,, 0,,..., 0.; 
ferner sei # die Verbesserung der Orientirung. Dann sind also 
die Azimute der Richtungen nach den Fixpunkten auf Q: 

b+Q + 

h+e+u 

1,+0,+u. 
An Stelle von w künnte man auch eine andere Unbekannte 
einführen, indem man z.B. w' = @,+u setzte. u' würde dann die 
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durch die Ausgleichung angezeigte Verbesserung des Winkels 
P, P,Q bedeuten. 

Um die zwischen @,, @,, ..., ©, und # bestehenden Bedingungs- 
gleichungen zu erhalten, hat man in den n —2 Gleichungen 
(8, $1, 

D = Q+tu TT = Q,+u, ……., TU = 0, +4 
zu setzen. Dadurch erhält man die folgenden Gleichungen, wenn 
für 


1) a,+6,+7, = 6, 

geschrieben wird : 

2) a, Qu +B, O7, 0 UT+E, = 0 (» = 1...n—2) 
Gleichzeitig mub 

8) Pi Qi +P Q ++, 0. = min. 

werden. 


Wenn man die Bedingungsgleichungen in der angegebenen 
Form, Gl. (2), benutzt, so hat die Weiterentwicklung nach den 
von Herrn Prof. Helmert in seiner Ausgleichungsrechnung!), 
S. 215 u. f., gegebenen Vorschriften zu erfolgen. Siehe weiterhin 
$ 4,IL. 

Man kann aber auch aus den Bedingungsgleichungen (2) andere 
herstellen, indem man die Unbekannte « aus ihnen eliminirt. Die 
Elimination von # môüge vermittelst der Gleichung 


2*) ao +Be +0, +au+X, — 0 
geschehen. Alsdann gehen die Bcdingungsgleichungen über in: 
(æ, | ares œ, 6,) Q: : (B; 0 B,6,) QT V1 03 — y 6, Qt + K, DT K, 6, —= (1, 


(v = 2...n—2) 


Setzt man 
Ci Gays — Lips 6 — 
4) B; Cain — Bit gi b, 
Va San = 
Pin op d 
wo also 
5) a+b+0+d, —= 0 
ist, und ferner 
6) K Gin —K;,, 6; ES (a; T, +; T; LE Ci Ts +d; 15) h, 


1) Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate mit 
Anwendungen auf die Gcodäsie und die Theorie der Messinstrumente von F. R. 
lelmert. Leipzig. Druck und Verlag von B. G. Teubner. 1872. 
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so lauten die neuen Bedingungsgleichungen : 
7) De +he+aot+houtlh = 0 G=1..n—5) 
Die folgende Entwicklung, $ 4, soll nun unter Zugrundelegung 


der Gleichungen (7) bezw. (2*) erfolgen. 

Es sei hier noch bemerkt, daB es bei Zahlenrechnungen meistens 
vortheilhaft ist, die Bedingungsgleichungen, d. h. also die «, B, y 
durch passend gewählte Konstanten zu dividiren, um späterhin 
für die Korrelaten nicht zu kleine Werthe zu erhalten. 

In dem Falle, da8 Winkelbeobachtungen vorliegen, kann 
man die G1. (7) leicht in Winkelverbesserungen überführen. Sind 
z. B. die Verbesserungen der Winkel P,.QP,, P,QP,, P,QP;., der 
Reihe nach w,,, Win Ways SO erhält man aus (7) 


— Bis + (+) 0,3 + di Wiusth = 0. 
$ 4. 

I Bezeichnet x, die zur Gleichung (7) des vorigen $ gehürige 
Korrelate, so geben die Bedingungen des Minimums von 2 po? für 
die Verbesserungen die nachstehenden Ausdrücke: 

DO = A+ ar ++, 4; 
P30s = V,u,+b,u,+...+0, ,4,, 
Pa0s = a+ ++ us 


1) Ds — d, #1 

Ds Q5 + à LAC 

fi e. = ; À d,_; H,_5. 
Infolge der Gleichung (5), 63, ist hiernach 
2) | D e, = 0. 
Wird 

aa b, b CG 

ÿ ET 


gesetzt, so NE sich die Normalgleichungen: 


(ra + Si)» t lis MCE ss CA — 0 


d; 
4) 1 m+(n Na hs . #3. + 1 Hs l, = 0 


shes | sr 
125 + IR 4, sx ne LAS ele his = 0. 


4) 
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Wenn hieraus die x und dann weiter nach (1) die @ berechnet 
sind, findet sich die OrientirungsgrôBe aus irgend einer der 


. Gleichungen (2), $ 3. 


IL. Benutzt man dagegen die Bedingungsgleichungen in der 
ursprünglichen Form 


OH, QT 7, eu + out E, = 0, (v = 1...n—2) 


und ist #, die Korrelate der vten Gleichung, so lauten die Korre- 
latengleichungen: 


AN == a k,+a,k,+...+ae. ,k., 


Ps: — Bk+8,k+..+6.,k., 
1) PsQ0s — ALA £ 

PQ A LA 

D.0 = : ; y E 
und 
2) k,+ok+...+0,,8, = 0. 


Addirt man die Gleichungen (1), so ist wieder wegen (2): 


2,P Q = 0. 
Setzt man 


© 
3) a, = + + À 
1 4 


so werden hier die folgenden Normalgleichungen erhalten: 


ee Jura 


( 11 +H)u+ iea k,+-..+ LE" k_, +0 u+X, 


2 
Ja B+(ns+2)2+. + Janus k_,+6, u+X, 
A 


& : J ; À ? 
Cr FAN, k,+...+ fier =e Te) kit aut K, 
G k,+ LA k,+e-.+ 1 k_ 


Bei diesem Verfahren hat man (n—1) Gleichungen für &,...4,, 
und w, während bei dem Verfahren unter I nur (#—3) 
Gleichungen zur Bestimmung der Korrelaten x aufzulüsen sind, 
wozu noch eine Gleichung für # kommt. Dafür sind aber hier 
die Koefficienten der Normalgleichungen (4) einfacher zu bilden, 
als die der Normalgleichangen unter I. 

+ Zwischen den # und den aus I zu bestimmenden x bestchen 
die Beziehungen : 


= 0 
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k = Gxtomte. + xs 
« k, = —6,4, 
k, = —6,2, 


En CA LS 


$ D. 
Da in den Bedingungsgleichangen auBer den Verbesserungen 
e, und e, und der Unbekannten w immer nur eine Richtungsver- 
besserung 6, auftritt, so ist es leicht, die Ausgleichung auf eine 
solche nach vermittelnden Beobachtungen zu reduciren. 
Setzt man 


1) EUR pou Ve Be RE = le , 
Ÿ, LT re 4e | 
so ist 
Ouys — —a,0,—B,0,—Su—XK,, (= 1...n—2) 
und man hat mithin die folgenden Fehlergleichungen: 
Gewicht 
eo . Qi ° Pi 
@s —= ? @2 e P: 
9) Ki Ho, = —a@ pb 0-0 u Ps 
K, +0, = —a, Q1—Bs O6 2 
K,,+0, = —4,,0,—6.,0,-6,,0 P.. 
Um die Normalgleichungen zu erhalten, ist zu bilden 
n—2 


PQ 2, Pa Cr a, = 0 


n—2 


8) Da Os — 2, Pres Qy+2 B, — 0 


n--2 


re 2 Pr Oy+2 6, = 0. 
Hieraus findet man zunächst 
n—2 
PQ +p, + DRE Qy42 (6,— a,—B;) = 0 


oder, da 6,—a!,—$f! = 1 ist, 


4) 2 p,.0, = 0. 
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Andrerseits folgen aus (3) die Normalgleichangen : 
hs Q: +h,, QT hs u = —L, 
hs th. e+hsu = mL, 
LR Qi +hs +hsu = — L,, 
wenn gesetzt wird : 


5) 


Pi +me +9, ee +.+pe, = h,, 
PHPBB +R + +pRE, =, 
Ps CP +? CP Fo D, (HS = hs 
Ps% [A +2, ab; Tobbpes B re hs 
6) Pa 6 HP 0 ++ das = his 
FAX 6; +9, B,0; +...+ 2,6, CHEN == hs 
und 
Pa Ki+paK;+..+pe,K.,= L, 
PB K;+p, 8 K;+-.-+2.8.,K., = L, 
D, Ki+p,0,K, +-..+2,0., Ke, = L; 
Zwischen den # besteht die nachstehende Kontrollgleichang : 
DO hsthsthsst 2h22 = D, +: +P; + +p. 


Sind die Gewichte sämmtlich gleich 1, so ist also dieser Ausdruck 
gleich der Anzahl der Fixpunkte, — n. 

Ferner ist 
8) —L,-L,+L, = p,K;+9p,K;+-..+9.K.. 

Ist die Anzahl der Fixpunkte grôBer als 5, so würde ich 
dieser Auflüsung vor den beiden andern des $ 4 den Vorzug 
geben. Bei n — b ist es ziemlich einerlei, nach welchem der an- 
gegcbenen Verfahren man rechnet. Für # — 4 dürfte das erste 
Verfabren I, $ 4, am vorteilhaftesten sein. 

Vermittelnde Beobachtungen kann man auch mit Hülfe der 
G1. (7), $ 3, herstellen. 


$ 6. 
Die Gleichungen 


1 
Oys —= à HA A MR eE) 
lassen sich auch aus den in der geodätischen Praxis gewähnlich 
benutzten Fchlergleichungen, welche die Koordinaten x, y des zu 


bestimmenden Panktes und eine OrientirungsgrüBe als Unbekannte 
enthalten, ableiten. 
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Durch logarithmische Differentiation der Gleichung 


sNES 
tang (+7) = Ra à 
findet man 
e F t 
d+r) = A fs dx - GE) 4) ay, 


und daraus, wenn 


dx! = x—x 
; htu+d(+a) = b+o+u 


dj = y—y 
gesetzt wird, die Fehlergleichungen: 


1) On = Enr ra ds sint,-(z—x)— © cos t,-(y—y"). 
Nn a 
(= 1l...n)  e” — 206 264,8 


Dies sind die in der Regel zur Verwendung kommenden Fehler- 
gleichungen. 
Aus den Gleichungen 


#l 


,+u—T, = €_ sin (xx) — 005 t,-(y—9") 
à Le rs, 


# 


o,+u—7T, = < sin b-(&—x)-< cos t,-(y—y') 
C1 $ 


ergiebt sich nun 


9) Pr Cos f-(o,tu—,)—r, cos t,-(o+u—r) = Q"sin(f,—é)-(x—x') 
r, Sin t-(o,+u—r,)—r, sin 1, (0,+u—7,) = @” sin (é—t)-(y—9). 


Die Gleichungen (2) kônnen dazu dienen, von dem Punkte 
Q' (x', y) zu dem Punkte Q (x, y) überzugehen, wenn die @ und « 
durch die Ausgleichung bereits bekannt geworden sind; man wird 
sie auch bei der Gewichtsbestimmung der Koordinaten x, y be- 
nutzen künnen, wenn eines der vorher angegcbenen Verfahren an- 
gewandt wird. 

Ersetzt man in den Fehlergleichungen (1) x—zx' und y—# 
durch die Ausdrücke 


1 
2 re T'sin,-t) dr, cos #,-(o,+u—7,)—7, cos t-(e+u-r)| 
! L — + 
FT JT e’sin( 7) {rs sim (0; Fur) 7, sin t,"(@; +u—r,)}, 
3 1 
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so erhält man 


1 


= T—u— — 
# 5 r, sin (4, 


—t,) {sin (é—h)-(o,+u—Tt,)+r, sin(f—t,)-(0,+u—T) 
; (4 — 83;..n) 


oder mit den Bezeichnungen (7) des $ 1: 


B a, ( B, æ) B, a, 
Te EU T  E NAENE MT 
DT our Dr Dr dre 


oder nach (1), $ 2, und (1), $ 3: 


L 
3) Qws — En D AÉN S Han) (YRESE AA —2) 


Cr E 
Auch die Gleichungen (7), $ 3: 
Qi +b10+G0s+ ous th = 0 (= 1...n—3) 


kônnen mit Hülfe der üblichen Fehlergleichungen (1), $ 6, abge- 
leitet werden. Gleichzeitig kann man noch eine andere Form für 
sie erhalten. 

Wenn die 4 Fehlergleichungen 


: 1 
er t+u——siné,(o—2)+- cos f,-(y— y) = 0 
1 1 
=. mi 
et tu sinf, (x—-x)+— cosf,-(y—y") = 0 
2 2 
14 AE | 
tt sint,-(v—2)+ cos t,-(y—y) = 0 
8 3 
+ t Eee cos #,-(y— y") = 0 
enr UE Me pe 7 ue BY ES Vs 


wo uw die Werthe 4...n annehmen kann, gleichzeitig bestehen 
sollen, so muf 


| LE 1 

9, —T, 1 Fe. sin £, . cos £, 
1 1 

0; —Ta 1 L sin é, 4 cos é, 

= 0 

La 1 ’ 

03 —Ty 1 s sin £, Tu cos É, 
L'er 1 

Qu —T 1 —— Sin be —— COS ta 


4 r ru 


14 | L. Krüger, 


sein. Entwickelt man diese Determinante und multiplicirt noch 
mit rirsrs7 80 ergiebt sich 


nt)! +r, sin (ét) +r, sin (f—4)+r, sin (4,—6,)| 
pt" (e,—7,) fr, sin G—)+ +7, sin (6, —t)+r, sin (t—4,)| 
+ (es) fr, sin (6, —6,)+r,sin(é—1,)+ +r, sin (f,--4,)| 
He.) fr sin(é—t)+r, sin @= 4) -+r, sin (té, —#,) | 


Die Summe der Koefficienten ist, wie es sein mu, Null. 
Wenn man die Gleichung (1) mit sin(t, ft) multiplicirt, so 
erhält man, indem man wieder die Bezeichnungen (7), $ 1, benutzt: 


(6, —7;) fa, en Ce. B,+a, Vus us vi 
hs (o, ES 2) j8, lis — Bu-a a+ [A Vus — Bi A 


ms (7 LA) ÿ1 (C7 SL Bi 4 7) + (ou —Tu) Vus (C2 HP V1) = 0, 


und hieraus mit den Bezeichnungen (1) des $ 2, ferner (1), (4) und 
(6) des $ 3: 


Aus (e,—7,)+b,, (es —7)+cs (03—7T3) +ds (e, +) = 0 
2) à oder 
dis @,+ LPS (0 7 0: +d, Qu +lu-s = 0. 

(& — 4...) 

Die Gleichang (1) läBt sich aber noch auf eine andere Form 
bringen. 

Der Winkel Q' P, P, werde mit y,, der Winkel Q' P, P, mit w., 
der Winkel Q' P, P, mit ,, ferner der Winkel P, P, P, mit y. 
der Winkel P, P, P, mit w,, und der Winkel P, P, P, mit w,, be- 
zeichnet. Wie früher sei P,P, = s,, P,P, = 5, P,P, = 5, und 
Q'P, nn AT) Q'P, = Ty Q'P, FF) Q'P, per 


über die Ausgleichung mit Bedingungsgleichungen etc. 15 
Dann ist z. B. 

r sin(é—t,)+r,sin(é—t#)+r,sin(é-t) = 
— sin (é, ù t) [rs —#, COS (CA Le t)] + sin (é, F2 t) [r, —#r, COS (é, ju ,)} 


oder da man hier die kleinen GrôBen erster Ordnung vernach- 
lässigen, also den Winkel P,Q'P, = {,—t, u.s.w. setzen darf, 


— —$,sin(é,—#,) cos p,+ 5, sin (f,—t,) cos y, 


cos p, + sin ÿ, cos p,} = “?*+ sin (p,— 9) 
1 


Ebenso findet man 
r, sin (e, —t)+r,sin(f—t,)+r,sin(i,—t) — … sin(t,—t,—V,u) 
r,sin(é,—6#,)+r,sin(é,—t,)+#"sin(t—t) — sx sin (,—4,+%.,). 


Dagegen wird, wenn man den Winkel P,P, 2 durch #,. be- 
zeichnet und P, P, = s, und P,P, = 5, setzt: 


5 à 6 s, su 
r,sn(é—t)+r,sin(i,—t)+r,sin(t,—4) = es sin (£, — t— v 
3 


Multiplicirt man die Gleichung (1) mit — 
aus ibr: 


3) 1, (e, 5e LÀ) + b,. (e, ca A) € à Ci [CA dé Ts) 212 dis (eu 25 Tu) = 0, 
Wo k 


r: FE 
1,5." so folgt mithin 


; rie 
bis = En (és —t,+Vu) 


Cis = T2 sin (ts —4. ) (u — 4..n) 
4) fe 
dus PE es sin (és —t5 +3) 
(22 
r, 5: s: 
Gi = by. — Ps = rRTTA sin CA À — Vs) 
ist. 


Der Zusammenhang zwischen @, b,, &, d, und a; b;, c;, d; ist 


Daibatig Ba nca" di “ 


1 L 
UA b, (a d, Hi Sa Sy Sas sin (4, Pr t) 
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Es ist leicht, diejenige Bedingungsgleichung herzuleiten, durch 
deren Entwicklung die Differentialgleichung (3) entsteht. 

Die Richtungswerthe auf Q' nach P,...P, seien &,...Z,; dann 
ist identisch : 


sin (TT), sin (TT) +r, sin (T.—T)+r, sin(T,—T.) 
+ sin (T,—T)}r, sin (T,—T,)+r, sin (T, —T,)+r, sin (T,—T)| 


5) 
+ sin (T,—T.)}r, sin (T,—T,)+r, sin (T,—T)+7r, sin (T, —T.)) 
= 0, 
Formt man die Ausdrücke in den Klammern in derselben 
Weise wie vorher um, und dividirt man alsdann durch Lie s0 


1 


geht die Gleichung (5) über in die folgende : 


= sin (T,—T.) sin ET + pe )+ + sin (£,— 2) sin (&—T,-1,.,) 


o + sin (ET) sin (TE, -T+4,.) = 0 

Wenn also ein Punkt dadurch bestimmt ist, daB von 1ihm die 

Richtungen nach den Punkten P,, P,, P,, P,, deren Lage gegeben 

ist, beobachtet sind, so muB die vorstehende Gleichung erfüllt sein. 
Setzt man in die Gleichung (6) 


43 + HT. 4 = Bt Ta 


und entwickelt alsdann, so gelangt man, wenn man berücksichtigt, 
daB nach Fig. 2 
Toit, Vin = Ps — Vu sn(&t) _ sony 
Su ri 
À, se 4, Frs = Ps P2 Ta Sa COS Pa 


LT, +Vou — Pu Ps cos (Z, — &.) Mdr 


1 


ist, zu der Gleichung : 
= sin ( 4 2) sin (és Me bu LE Vu) “2 = sin (és ni t) sin (e, es d, Li You) 
7) +2 sin (6, —4,) sin (4,4 +8.) 
(22 


1 ! ! ! 
RS Fr din tnt CP T+ CHR TT ds Tu ; 


Wenn man also in die G1. (6) einmal Ÿ, = f,+0,+, das 
andere Mal %, — t,+7, setzt und sodann beide Ergebnisse von 
cinander subtrahirt, so wird man wieder die Gleichung (3) er- 
halten. 
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Ms} 
Es sei im Besondern die Anzahl der Fixpunkte gleich 4. 
AuBerdem sei p, = p, = p, = p, = 1. 
Dann ist 
r,sin(t,—t) = à, r,sin(é,—t,) = «à, 
r, sin Ci — ts) = f, r, Sin Us t) = , 
rs sin (é, = d,) ÿi ra sin (é, Ei t) Va 
a +B,+y = 6, ++ — 6 


Wendet man zunächst die erste Aufüsung, I 8 4, an, so 
hat man weiter zu setzen: 


1) 


| 
| 


a, 6, —0,0, = à 
ES sein 
2) B,6, B,6, 
AT es 
1—Y,0 d, 
wo 
a+b+c+d = 0 
ist, ferner 
3) K,6,—K,06, = —(ar,+br,+cr,+dr,) = 1. 


Setzt man noch 
4) +b+c+d = F, 
so lautet hier die Normalgleichung 


l 
b) PNA = 


Zur Kontrolle kann man die Gleichungen (3) und (4) des & 7 
ableiten. 
Die Richtungsverbesserungen sind: 


6) 9, = ax 0, = bn Q, —= Cx 0, = du. 
Für die Orientirungsgrübe « ist: 


0, We K,+0,0,+B,0: +710 eZ K,+4x(au,+bB,+cy,) 


7. 
ou = K,+ao,+B,0+70, = K,+x(aa,+08,+dy,). 
Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird: 
Li dec DRIVIE 
m—= V—-lx = VF — es 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys, Klasse 1900 Hoft 1. 2 


2 « 
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Nach dem zweiten Verfahren, II $ 4, erhält man, wenn 
gesetzt wird : 
a +Bi+y T3 G, a+ B:+7 = G, 


1) 
da + BB: = 9; 
Gik+ gk,+ou = —K, 
2) gk,+G,k,+6o,u = —X, 


6,k,40,8 -*" = ,0, 


Die Auflüsung der Normalgleichungen (2) ergiebt, mit den 


Bezeichnungen : 
{ K,6,-XK,6, = l 


Goi+G,oi—-2go,6, = à+l'+c+d = Qa+Ho,0) 
= 46 —-Q6 = F, 


4) = L=4m = 


Die Verbesserungen der Richtungen sind alsdann: 
b) Qi — a, k,+o,k,, Q2 — Bk,+B,k, 03 — Viks CT AL 
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist auch hier 


n = VE 


Der Zusammenhang zwischen k#,, k, und x ist 


k, = 6,% k, = —6,1. 
Nach dem dritten Verfahren, $ 5, ist zu setzen: 
CA ! B, ! 6; ! X, 
LL — — = — = 6 —+ = X! 
PE A+ P. A « Yi < 
: = @! LA (1 p; a; = 6! K, = K' 
1)? ñ MST ") ‘ Ÿs : 


1+o+a = h,  apital, = h, «K;+akK, = L 
1+BP+R = h,,, moita,o —h,; BK +6,K, = L 
C0 00 Fu lys p; Sith = hs 6, K;+0, 1 EF L,. 
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Dabei ist 
hist host hs +2hs—2hs—2hs = 4 
Li El me A. 
Qu Q» # findet man dann aus den Gleichungen 


haoi+h:o+hsu = —L, 
2) h:0,+h,:0,+hsu —= —L, 
his; +hasQ+Thsou = —L,. 
Endlich ist 
3) —Q = Ki +ae+Bie,t+oiu 
e, = Kite +Be,+oiu 
und 


Qi FOTO TO = 0 
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit wird 


m = Ve+et+tet+eé = VA+K;'+Le,+Le,+Lu. 


$ 9. 

Um die angegebenen Auflüsungsarten auch bei 5 Fixpunkten anzu- 
wenden, ist das Beïispiel gerechnet worden, das Herr Helmert 
in seiner Ausgleichungsrechnung, S. 158/163, gegeben hat. Die 
Rechnung ist a.a.0. nach vermittelnden Beobachtungen gefübrt, 
wobei also die rechtwinkligen Koordinaten von Q und eine Orien- 
tirungsgrôBe als Unbekannte auftreten. 

Die Lage der Fixpunkte P,...P, ist durch ibre rechtwinkligen 
Koordinaten gegeben. Die positive x-Axe geht nach Süden, die 
positive y-Axe nach Westen. Die Azimute nehmen zu im Sinne 
der Drehung von der positiven x-Axe zur positiven y-Axe. 

Die Koordinaten der Fixpunkte und die beobachteten Richtungs- 
werthe auf Q, f,—t,, die alle gleiches Gewicht haben, sind in der 
nachstehenden Tabelle zusammengestellt, 


1 0 0 0° O0 0,00 
2 | 1049983 | + 2846009 | 32 5 33,77 
3 | 949776 | +4581,404 | 79 18 21,41 
a |—5178,015 | +1934,509 | 263 20 2,91 
5 |— 3399880 | +3044,564 | 270 2 39,45. 
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(Bei Herrn Helmert ist der Punkt P, der Anfangspunkt 
der Koordinaten). 

Zunächst ist die Lage eines Punktes Q' in der Nähe von Q 
zu bestimmen. Es môûüge dies mittelst der Beobachtungswerthe 
für die Richtungen nach P,, P,, P, geschehen; vergl. $ 2. Dazu 
dient die folgende Rechnung, die hier ebenso wie die Weiter- 
rechnung ausführlich mitgetheilt ist, um die aufzuwendende Arbeit 
erkennen zu lassen. 

Ya 3,4b42363 y, 8,660 9986 

x, 3,021 1698n x... 2,977 6212n 
tang 4,...0,43306657  tang 4,...0,6833774n 
sin À,...9,972 2912 sin 4,...9,990 8625 
cos 4,...9,5392247n cos 4,...9,8074850n 


A, — 110° 15’ 0”,30 
A,— 101 42 43,72 


5, 3,481 9451 5, 3,6701361 
sin(t,—,)...9,9923910 sin(é,—é,)… 9,725 3324 
3,4748361 7 3,3954685 tangA...9,921 1324 


tang (45°+4)...1,0431069 45941 = 849 49 33”,32 
tang 4[é,—6t,—(4,—4,)]..,9,723 3960 
0,766 5029 
4[é+t,—(4,+ 4,)] — 2609 17! 7,04 
1(4,+4,) = 105 58 52,01 


H(,+É,) = 866 15 59,05 t, = 29 52’ 29”,87 
1(4—4) — 28 36 23,82 t, — 342 39 35 ,23 


t, = 310 34 1,46. 
Es seien 2’, y' die rechtwinkligen Koordinaten von Q’. Dannist 
æ'" = r, cos (f, — 180°) pop sin(4,—é) k sin (4,—t). 
y = r,sin(é —-180) ‘: ? sin(f, —t,) $ sin({,—t#) 
Man kann x’, y auch aus zweien der Gleichungen 
y = z'tangt, y,—y" = (x,-x')tangt, y,—y = (x,-2')tangt, 
bestimmen. Nimmt man die ersten beiden Gleichungen, so ist: 


Love 3,021 1698n y, = + 2846,009 
tang t,...9,4944822n —x, tangt, — — 327,833 
2,515 6520 2518,176...3,401 0861 


cos {,...9,813 1390 
cos £,.….. 9,979 7996 
1:sin(é, —t,)...0,2746676n 


l = — 2949336... .3,4686923n 
tang t,...0,067 4718n 


y — + 3436,878..…..8,836 1641, 


8 
I 
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Die Azimute # +7, auf Q', sowie die Entfernungen y, nach 
den Fixpunkten werden aus 


! 


tang (tr) = MY a 
ne (Ar) z,—x'? £ cos (f, + T;) sin (£,+r;) 


erhalten, 


i — 1 2 3 4 5 
Y—y'...8,6861641n 2,77149)12n 3,0886257 3,1767760n 2,508 08380 
a,—2...3,4686923 32770090  3,2994114 3,3494094n 2,660 4320 

g(tk+r)...0,0674718n 9,4944822n 97592143 98273672 9,933 2009 

n(f+r)...98806in  9,47428n  9,69730  9,74645n  9,81353n 

os(t+r)...9,81314  9,97980  9,93808  991908r 9,880 32x 
r,...3,65555  3,29721 336133 343033  2,78011. 


Nachstehend sind die Werthe für f,++r, und die näherungs- 
weise orientirten Beobachtungen t, angegeben. 


+ 2942,336 | — 3486.878 | 310 34 146 | 146! 0 
+ 1892,383 | — 590,869 | 342 39 35,23 | 3598 | 0 
+ 1992,560 | + 1144,526 | 29 52 22,99 | 22,87 | + 012 


OO BB © ND HA 


— 2235,679 | —_ 1502,369 | 213 54 3,50 | 1877087 


— 457,544 | — 392,314 | 220 36 39,32 | 40,91 | — 1,59 


Wäre die Rechnung für #, und ft, und für x’, y! schärfer ge- 
führt worden, so würde sich auch r, — 0 crgcben haben. 

Man kann nun zur Berechnung der a, 8. y schreiten. Die- 
selben sind, um kleinere Zahlen zu erhalten, durch 1000 dividirt ; 
also es ist z. B.: à, — op (t,—t,) gesetrt. Auf die Weitcr- 
entwicklung ist dies ohne Einflufi, da man ja die Bedingungs- 
gleichungen durch belichige Zahlen dividiren kann. 


10%,r,...0,6555D 1088%-2260,29721 10°, »,...0,86133 
sin (f,—t,).:.9,86008 sin (4, —f,)...9,99230n no Des 0,18033 
sin (/,—4,)...9,89198n sin(f, —1,)...9,99705 OS. TOUL! 


sin({,—t,)...9,92819n sin(f.—t#,)...0,00000  sin(f,—#,)...9,72533 
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«082118 B,...0,28960n  »..….0,08666 
«,...0,84758n B,...0,29426  y,...0,18566 
«,...0,88374n B,...0,29721  y,...9,50544 


a, — + 3,3203 a, — —3,b280 a, — —3,8347 
B, — —1,9480 B, = +1,9690 B, = +1,9825 
y, = +1,2208 y, — +1,4311 y; —= +0,3202 
6, — +2,b931 6, — —0,1279 6, — —1,5320 
6, ... 0,41382 6, ... 9,10687n 6, ... 0,18526n. 
Für die Konstanten X,, K,, K, ergiebt sich, da hier tr, — 7, 


X, RE its K, rails K, ss 
— —0,146 — +1,245 — + 0,509 
K....9,16435n  Æ,...0,09517  Æ,...9,70672. 


Soll nun das erste Auflüsungsverfahren, I $ 4, angewendet 
werden, s0 ist weiter zu bilden: 


a,6,——0,4247 B,o,—+0,2492 c, —+7,6, ——0,1561| X,0,— +0,0187 
0,6, = +9,1485— 8,0, ——5,1060 d, = — 7,0, —=—3,7109 |—K,0, — —3,2284 
a —+8,7238  b, — —4,8568 1, = —3,2097 


a, ...0,94071  b, ...0,68635n c, ... 9,19340n 
d, ... 0,56948n 
0,0, ——5,0868 B,6,—=+2,984 c, = + 7,0, —= —1,8703 
— 030, = +9,9488— 6,0, — —5,1408 d, — — y,6, — — 0,8303 
a,—=+4,8570  b,— —2,1564 
a, ... 0,68637 b, ...0,33373n ce, ...0,27191n 
d, ...9,91924n 
Probe: a,+b,+c,+d, = 0 
a,+b,+c,+d, = 0. 
ai = 76,107 uÿ — 23,591  a,a, — 42,372 
1 — 23,588 D: 4,650 b,b, — 10,473 
. 0,024 c; — 3,498 cc, = 0,292 
di = 19,771 di — 0,689 
113,490 32,428 B3,137. 
Die Normalgleichungen lauten mithin: 
113,490 x, + 53,137 x, — + 3,210 
03,137 x, + 32,428 x, — + 1,096, 


K, 6, = + 0,2237 
— K,0,= —1,3199 
1, — —1,0962 


& 
| 


e 
… 
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deren Auflôsung 


%,...8,72858  x,...8,73170n 
ist. Damit erhält man für die Richtungsverbesserungen : 
ax, = +0,4670 b,x, = —0,2600 c,x, = —0,0083 0, = d,x, — —0,1986 
a,x, = —0,2619 b,x, — +0,1163 c,x, = +0,1008 0, — d,x, — +0,0448 
e, —+0,2051 p,——0,1437 6, — +0,0925 
Probe: p,+e,+0,+e,+0, — +0,3424—0,3423. 


Für die OrientirungsgrôBe « ergiebt sich 
1 
or ——{K+ae+het+rel — —0,3578. 
1 
Das Resultat dieser Auflüsung ist also: 


ute, = —0183  u+o, = —0”,502 
u+o, = —0,265  u+o, = —0",556 
Le, = 0313. 


Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit wird 
(x, —1,x,) 0,1127 ; 
Ve = Von = +0,237. 


Benutzt man das zweite Verfahren, II $ 4, so hat man 


& — 11,025  & — « — 14,706 
B— 3,7% B— 3,877 fi — 3,930 


| 
Dh 
ND 
R 
De 


= 1490 y» = 2048 y; — 0,103 

G, = 16,310 G, — 18,372 G, = 18,739 
a, a, —= —11,714 a, a; —= — 12,733 a, a; —= +13,529 
B; B; EX — 8,836 B, Bs = — 3,862 B,Bs — + 3,904 


9, — —15,550 9; — —16,59%5 9s = +17,438. 
Zur Kontrolle ist L 
G,+6,+64,+2(9,+9,+9,) = (a+a+e)"+(8,+8,+8,)"+7i+7i+ 7 

Die Normalgleichungen sind hier: 

+16,310#, —15,550 k, — 16,596 #, + 2,5931 # — +0,146 

— 15,550 #, + 18,372 k, + 17,483 k,—0,1279u — —1,245 

— 16,595 &, + 17,433 k, + 18,739 k, — 1,5320 u — — 0,509 

+ 2,5931 k, —0,1279 %, —1,5320 &, : — O0. 


24 L. Krüger, 

Die Auflôsung ergiebt 
k, — +0,0787 k, — —0,1389 %, — +0,1398 « — —0,3578 
RO RO SF er. li (UN CR ... 0,400: 

(Die Beziehungen: k, — 6,4,+6,2,, k, = —6,#,, k, — —6,%, 


sind hinreichend genau erfüllt). 
Für die Verbesserungen findet man jetzt: 


ak, — +0,2514 RENE 07 e, = y,k, — +0,0924 


ak, — +0,4900 Ph, —= —0,2735 e, = 7,k, = —0,1988 
cl; = —0,5361 B,k, — +0,2772 0, = Ysk, —= +0,0448 
e, —= +0,205 58 0, = —0,1438 
Mithin ist das Ergebnis der zweiten Auflüsung : 
u+e, —= —0",153 u+e, = —0”,502 u+e, = —0"”,265 
u+e, = —0",557 u+0, = —0",318. 


Als mittleren Fehler der Gewichtseinheit erhält man aus den 
Normalgleichungen 


Ve es 0,1128 + 927 
= V5 = + 0,237. 


Beim dritten Verfahren, $ 5, ist zu berechnen : 
al...0,43452  B!...0,20294n  6!...0,82716 K\...9,07769n 
a,...0,39187n  8,...0,13860 6,.28,90121n = K577.9,95%1 
a!...1,07830n B:...0,79177 6,...0,67982n  X,...0,20128 


LL nl 1 =" 1 

a = 7,397 == 102,546 6 — 4,512 

a+ : 6,078 lue 141,898 6} — 0,008 

a — 143,417 ; — 38,830 6° — 22,890 

h — 197,892 hs5t==1 43,769 bj= 27410 
al — — 4,340 M Gi. 05,17 B;6, — — 3,389 
a, == — 3,392 a! 6, — + 0,220 B:6, — — 0,123 
38, — —74,143 8,6, — +57,296 B:6, — —29,620 

h,, — —81,875 h,, — +63,293 hs — —33,132 
ai Æ° — — 0,325 Bi K = + 0,191 6, À, — —0,254 
a; K, == — 2,145 PB; K, — + 1,197 6, K, — —0,078 
a! K} == —19,036 B,K, — + 9,841 6, K, =— —7,606 


D t--01,506 1 PI 020 DER 
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Kontrolle : 
Ris this t+hss+2his—-2hs—2hs — 4,999 (anstatt D) 
—L,—L,+L ne K;+K,;,+K, 
+2,340 = —0,1196 +0,8700+1,5896 — +2,340. 


Also lauten die Normalgleichungen : 


157,892 e, — 81,875 e, + 63,298 u — + 21,506 
— 81,875 0, + 43,769 0,—33,182u — — 11,229 
+63,298 0, — 33,132 0, +27,410u — + 7,937, 


woraus folgt : 
e, — +0,2051 0, — —0,1436 — —0,3575 
2, 5 -29,81197 0, «.. 9,15715n u ... 9,bb328n. 


Damit erhält man weiter 


Q, = —Ki—ao,—f,e,—ou = +0,0921 
0, = —K;—a,0,—B;e,— ciu.=,—0,1988 
e = —K;—-u;e, —B;o,—o;u — +0,0452. 


Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist hiernach 


\/ Zo° 1 
ss — VSlK'+K+ÆK'+Leot+Le.+Lu] — +07,287. 


Dieses Verfahren liefert also als Resultat: 


utos— —0,152 © w+e, = —0B01 u+o, — —0,266 
NEC = = 0 Due — "0812. 


Das Ergebnis der Ausgleichang nach allen 3 Auflüsungen ist 
mithin: N 
Del o Pule 810 310181 
TZ, = 1,+0,+u — 342 39 34,73 
TZ, = t,+0,+u — 29 52 22,61 
TZ, = t,+0,+u — 213 54 3,81 
&, — t,+0,+u — 220 36 40,60, 


Die rechtwinkligen Koordinaten x, y von Q kann man jetzt 
aus den Gleichungen 

PET PEN EL PR etes Dihen cs not LL 
Do, CASA x = r,c08 (T,—180°), y = r, sin (Z, —180°) 
erhalten. 
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5, ... 3,481 94b1 
sin (4,—®%,) ... 9,898 9398 
l:sin (&,—T,)... 0,2746688 
3,665 5537 
cos (TZ, —180°)...9,8131386n  x...3,4686923n 
sin (&, —180°)... 9,8806110 y .… 3,36 1647 


x = —2942336 “y — + 3486888. 


Die erhaltenen Werthe sind in Uebereinstimmung mit den 
Angaben von Prof. Helmert (a. a. O. S. 162). 

Man kann auch vom Punkte Q' zum Punkte Q übergehen, 
indem man für æ—zx' und y—7' Differentialausdrücke anwendet. 

Aus den Gleichungen (2*), $6, findet man z.B., da hier 


ti = 1, =10 st: 


1: p”sin(t,—#,)...4,9602 4,9602 — 0,0059 
Tr... 3,2972 r, … 3,60b6 + 0,0060 
o,+u...9,6998n e,+u...9,1818n x—-x'—  +0,0001 
cos f,...9,8131 cos t,...9,9798 x' = — 2942,336 
siné,.…9,8806n  siné, … 9,4743n x = — 2942 336 
7,7703n 7,17174n + 0,0069 
7,8378 7,2719 — 0,0019 
y—y = +0,0050 
y! = + 3436,878 


y = + 3436,883. 
8 10. 


Die Bedingungsgleichungen kônnen in ähnlicher Form, wie 
beim Rückwärtseinschnitte, auch zur Ausgleichung beim 
Vorwärtseinschneiden von den Fixpunkten P, nach dem 
zu bestimmenden Punkte Q angewendet werden. 

Die Messungen auf den Fixpunkten P, mügen sich als Sätze 
unabhängiger Richtungsbeobachtungen darstellen lassen. Nachdem 
sie an die festen Richtungen zwischen den Fixpunkten angeschlossen 
sind’), seien auf P,, P,, P, die nachfolgenden Stationsergebnisse 
erhalten, die mit den zugehürigen Verbesserungen in die Aus- 
gleichung des Vorwärtseinschnittes cinzuführen sind: 


1) Ucber den AnschluB an feste Strahlen ist zu vergleichen: Die Europäische 
Längengradmessung in 52° Breite von Greenwich bis Warschau. I. Heft etc. 
herausscgeben von F. R. Helmert. Verôffentlichung des Kôünigl. Preus. Geo- 
dätischen Institutes etc. Terlin 1493. $S. 45. 
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& 


2 
Be, == : A+, mit dem Gewichte Q, 
Q Sr T, “£ CA n n n P; 
Auf P, für die Richtung nach 5.0 O8 AERDENRPL HD 
P, = A,+w ; n » Un 


Pr + > » VE 


Auf P, für die Richtung nach 


Q — T, +0, n n n D: 
P, = À,,+u, ” ” »” VE 
PA EM ue ee DT 
Auf P für die Richtung nach! Q— T,+v, , , n D. 
TE » » ” di 


Die À und T sind die LE rap far Se an bee 
u und v die zugehürigen Verbesserungen. Eigentlich ist auf jeder 
Station noch eine besondere OrientirungsgrôBe zuzufügen, die je- 
doch hier weggelassen ist, weil in die Ausgleichung immer nur 
Richtungsdifferenzen derselben Station eingehen. Stellt man wieder 
die Seitengleichungen um P, auf: 


s, sin{(4,.—T)+(T—4,)-—2,+41sin(4,,— T2) 
'eni(l A tt) slsin(T A+) 
worin für 
1) DU = Z 
geschrieben wurde, so giebt deren Entwicklung 
0 = K,,+2,-r,sin{(4,,—A,.)+(4,,- T,)+(T.—4..)| 
2) +2,-r,sin{(4,,-T) +(T,—4,;)| 
+ar sin{(T,—A,.) +(4,:— AIE 
(CENT) 
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Hierbei ist gesetzt 


__ ee" 8 sinf(4s—T)+(T—4,)}sin(4,, 7) 
g) Mod ©5 sin(Z.—A4,,)+(4,,-T)}sin(T.— A.) ? 
Ke, ET Cr sin{(4,.— T)+(T—A)}sin{(T,—4,,)+(43—2)}; 


L 


ferner 
r sin (4,2 = à " 


Fr, en (l- A) 


1 
Die Konstanten K kann man wieder wie früher bestimmen. 
Es sei Q’ ein in der Nähe von Q gelegener Punkt; seine Lage sei 
durch irgend welches Verfahren bestimmt. Die Richtungswerthe 
von den Fixpunkten nach Q' seien T,+7,, T,+7,,..., T+7,, 
während der Werth der Richtung von dem Fixpunkte P, nach 
P,, wie vorher, 4,, ist. Dann ist, die t gleichfalls als kleine 
GrôBen erster Ordnung vorausgesetzt, 
4) —X,,=7,-rsnP,Q'P,+7r,.r,sin P,Q'P,+7;-r,sin P Q'P.. 
(Cr "Ek tt) 
Wenn die Richtungswerthe auf den Beobachtungsstationen 
gleichzeitig die Azimute sind, so ist 
5) Aie 4;,:= 4° t180 À, = À,, = À,,+180°; 
dadurch gehen (3) und (2) über in: 
on - e” low sin(T,—T,) sin(T,— À,) 
6) AT Mod es sn(l = 4) sM(TET) 
K,., — CSr; sin ÉRE) sn(1=7) 
0 = K,,+4:7r,sin (LT) er, sn(T,— T,) 
+2,-r, sin(T,—T,). 
Diese Gleichungen folgen auch aus den Gl. (2), (6) und (5) 
des $ 1, wenn man in ihnen 


7) 


t = T,+180° 
D = VU, 9, 
setzt,. 
Wird wie früher 
r, sin ir T) = 0, 
8) Fr SNEE, = I, = 6, 
Ty4a sin (T, [4 À — Ÿy 


gesetzt, so lauten also die Bedingungsgleichungen : 
9) a +B,e té tE, = 0 (= 1...n—2) 


bébé "dt 
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Bedeuten jetzt T,+7,,..., T ++, die Azimute der Rich- 
tungen von den Fixpunkten nach dem Punkte Q', so ist auch 
10) _K, — a, TB, Ts +, Tous 


Sind nun z', y’ die rechtwinkligen Koordinaten von Q', ferner 
%, Y die Koordinaten des Fixpunktes P,, so hat man 


et L'agent ot RE nv 
tang (T;+r) = am 4 cos(l+r)  Sn(ltr) 


Wenn man sich zur Berechnung der Lage von Q' der Beob- 
achtungswerthe 7, und 7, bedient, also z. B. x', y' aus den Glei- 
chungen : 


11) y'—-y, = (x'—-x,)tangT, y'—y, = (x'—-x,)tangT, 


bestimmt, dann ist 


tt, = 0 
und 
12) —K, = Y,Tyyas  (v = 1...n—2) 
$ 11, 


In den Bedingungsgleichungen (9), $ 10, kommen *, und , nur 
in der Verbindung w,—u, — 2, vor. Hat nun v, das Gewicht », 
und %, das Gewicht g,, so hat z, das Gewicht 

tt *& ess Pa 
Da Ur} 
Anstatt also, mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichungen 


—= Ta. 


a,2,+B,2;+ Yet K, = 0 (» = 1...n—2) 


das Minimum von 
2 (Pa vi + qu) 


herzustellen, ist es einfacher 


> m4 


zum Minimum zu machen. Das gicbt die nachstehenden Korre- 
laten- und Normalgleichungen : 
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2,8, = Gk+ak,+...+a,,k,, 
LA = Bk,+B,k;+...+8,,k,. 


Ha = Ÿ k 
2 83 11 
Ù MT Vas 
%,2, vs s “ Val 
G:k,+ CALA © Ep Visas +X, = 0 
3) Grikit+ Gysk, hit Jonas +Æ, = 0 


uses Ki FT Tuss k, nu E Gas k,, F X,, = 0, 
wobei gesetzt wurde : 


ci , Bab, 
Ru = aie = Qui 
2 
4) Ga = gia+ _ . 
+2 


v, und #, ergeben sich einzeln aus den Gleichungen 
5) Pa0i = —Qaila = Hi. 


Das Azimut der Richtung P,Q auf P1 ist Ti+z, voraus- 
gesetzt, daB die Richtungswerthe À zwischen den Fixpunkten 
gleichzeitig Azimute sind. 

Vermuthlich hat auch GauB dieselbe oder eine ähnliche Ent- 
wicklung der Seitengleichung beim Vorwärtseinschneiden von 
8 Punkten aus benutzt. In seinem NachlaB findet sich auf der 
letzten unbedruckten Seite in einer Logarithmentafel die folgende 
Aufzeichnung: ,Bestimmung der Lage eines Punktes P° aus der 
Lage dreier anderer P, P', P”, wo jener beobachtet. 

À, À', 4"...beobachtete Azimute 
9, 9g', g'...Gewichte 
A+a, A'+a', 4”+a"...berechnete Azimute aus einer genäherten 
Lage 
r, r', ”.., Entfernungen. 

Man setze 

r sin(4”—4") = m, r'sin(4—4”) = »w, r’sin(4'—À4) = m»" 
ma+ m'a +m!' a" 
= À. 


m mm 


! I! 


Ja + Do AU 


über die Ausgleichung mit Bedingungsgleichungen etc. 31 
Dann sind die verbesserten Azimute 


mk m'Xk m'k « 
MT et Eh NE TR 


Die in der vorstehenden Notiz, die den ersten Anlaf zu 
diesen Untersuchungen gegeben hat, enthaltenen Formeln ergeben 
sich aus den Gleichungen (3) und (2) für n — 3, wenn man die 
g bei GauB in demselben Sinne versteht, wie oben die x, nämlich 
nicht als Richtungs-, sondern als Winkelgewichte. 


8 12. 


Reducirt man auf vermittelnde Beobachtungen, so werden als 
Fehlergleichungen erhalten, wenn man auch hier 


K 
1 Er = œ, B, = L SR 2 — ! 
) y R Vy L Ÿy u 
setzt: 
4, = x, UE e Gewicht x, 
Le = ° £a LA 
9) K\+4, = —-aiz, —B;z, Ce 
K,+2, = —-a;,2,—hz, TH, 
Ets, = —0, 12, —P,,2,, H, 


denen die Normalgleichungen 
har the = L, 
hs +hst = L, 
entsprechen. Hierin bedeuten 


ë) 


n —2 
12 
h,, = A+ 2 H,+a 
= 


n —2 
h,, = A+ 2 By Ayis 
= 


, »n—2 
4) =. Dal 
n—2 
L,—- Dax, 
v=1 £ 
n—2 
L, = — 28,2, 


Ist die Anzahl der Fixpunkte — 3, so geben die Normal- 
gleichungen (3): | 
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— H3U: X, = (z,+z,a))2,+7, 0; CAEA 
— x, b; K; = y di Bi + (Ts + BI 3) 2 


wieder wie vorher 


doi LM), mA 
er ii 
#4 EL Ve D aaR 
= E+L)a = , 


2 2 2 
(+42) pen sd 


Den Uebergang von den Winkelverbesserungen zu den Koor- 
dinatendifferenzen æ—zx' und y—y kann man wie folgt erhalten. 
Die Differentiation der Gleichungen 

raCoS (Titi) = m'—2 ri sin(Ti+r:) = y'—-yi 
giebt 
cos Ti dr1—ra sin Tid(Ti+ 7%) = dax! 
sin 7; dr +71 cos T;,d(Ti+%) == dy, 
woraus man findet, wenn berücksichtigt wird, daf 


Ti+u+d(Li+tu) = TDi+a und dr! = x—2 


dj = y—Y 
ist : 

ri(ai—t) —= — sin T-(x—2x')+cos Ti-(y—y') 

dr = +cos Ti-(x—x')+sin Ti-(y—y"). 


Nimmt man zur ersten dieser Gleichungen noch die folgende 
hinzu : 
r (at) = — sin T,-(x—2x")+ cos T,-(y—y"), 


so wird, wenn gleichzeitig die Richtungsverbesserungen in Sekunden 
ausgedrückt werden: 


— 7 008 To-(e—ti)+r, cos Ta-(2,—7,) = g'sin(Ti—T)-(x—2) 
— "a sin T,-(2,—m)+r, sin Ti-(z, —1,) = p"sin(T;,—T,)-(y —y'). 
Setzt man in die Feblergleichung : 


Z=— 


(a. 4, + [7 CA T K,.,) 


1—2 


=T,— la (z, —T;) +66 (,—1,)| 


- es T) {r, sin(T,— T.):(—1)+r sin(T,—T)-(2,-—7,)| 


ET 
‘ r,sin(7, 
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tit sin 7, ee _… 
für € er: = — + (x — (y—y") 
2,—T, SIT: cos T' 
fans, er Cm purent bn 
Q 2 É 


so bekommt man allgemein 


6) me (EE 2) A (y y) 

Q ri 
also die Form der Fehlergleichungen bei _ Ausgleichung nach 
Koordinaten. Werden umgekehrt in die Gl. (6) für æx-—2x' und 
y—y" die Werthe aus der Gl. (5) eingesetzt, wobei man gleichzeitig 
À = 2 und u — 1 nimmt, so gelangt man wieder zur Gleichung 


a = Gas +Be, + Ki) 


(> 
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Ueber den Potentialfall und die Dissociation 
in Flammengasen. 
Von : 
Erich Marx. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 3. März 1900 von Eduard Riecke. 


sub 

S. Arrhenius hat in einer eingehenden Untersuchung !) 
über die ,Electricitätsleitung durch bheife Salzdämpfe“ nachge- 
wiesen, da8 die Flammenleitung durch Jonen erfolgt, die identisch 
mit denen der Electrolyse sind. Diese Arbeït fand eine Bestätigung 
durch die neuerdings erschienene Untersuchung der Herren Smit- 
tels, Wilson und Dawson). 

Der wesentlichste Unterschied zwischen der Flammenleitung 
und der wäfriger Lüsungen besteht in der Abweichung vom 
Ohm'schen Gesetz. Nur bis zu etwa 0,1 Volt ist dieses giltig. 
Der Grund der Abweïchung wird sowohl von Arrhenius als 
bereits früher von Giese*) darin gesucht, da nicht die Grund- 
annahme des Ohm'schen Gesetzes, die Proportionalität zwischen 
Kraft und (eschwindigkeit, bereits bei geringen electromotorischen 
Kräften aufhürt, sondern da die geringe Jonenconcentration das 
Einsetzen des Sättigungsstromes schon bei geringer electromoto- 
rischer Kraft bewirkt. Wir bezeichnen mit Giese diese Abwei- 
chung vom Ohm’schen Gesetz als ,scheinbare“. Ist die Grund- 
annahme des Ohm’schen Gesetzes nicht erfüllt, so nennen wir die 
Abweichung ,wahre“ Abweichung. 

J. J. Thomson’) weist in der Theorie der ,Leitung der 
Electricität in Gasen durch geladenc Jonen“ darauf hin, daf der 
Bercich ihrer Anwendung sich auch auf die Electricitätsleitung in 
Flammen erstreckt. 


1) Arrhenius, Wied. Ann. 42 (1891). 

2) Smittels, Dawson und Wilson, Phil. Trans. Royl. Soc. of London, V 
193 (1899). 

3) Gicse, Wicd. Ann. 17, 256 (1882). 

4) J. J. Thomson, Phil. Mag. V. Ser. No. 286 (1899) p. 253. 
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J. J. Thomsons Theorie hat zur Voraussetzung die Giltig- 
keit der Proportionalität zwischen Kraft und Geschwindigkeit, 
kann also die Erscheinungen der Flammenclectricität nur so lange 
beherrschen als die Voraussetzung alleiniger scheinbarer 
Abweichungen erfüllt ist, als keine wahre Abweichung vom Ohm'- 
schen (Gesetze eintritt. Diese Bedingung ist nur sehr einge- 
schränkt erfüllt und erfüllbar. Die Complication ist die, daB der 
Sättigungsstrom, der bei geringen electromotorischen Kräften ein- 
setzt, ohne wahre Abweichung vom Ohm'schen Gesetze tiberhaupt 
nicht erreichbar ist, und nur bei ganz bestimmter Experimental- 
anordnung selbst bei nur beginnendem Sättigungsstrom, Beschleu- 
nigungen der Jonen zu vermeiden sind. 

Wenn wir im Stande sind diese Schwierigkeit zu umgehen, 
die Grenzen des Eïinsetzens von Beschleunigungen festzulegen, so 
lassen sich die Erscheinungen der Flammenelectricität annähernd 
quantitativ behandeln. 


$ 2. 

Bevor des Näheren auf die Beschreibung des Apparates ein- 
gegangen wird, ist zur Begründung der gewählten Anordnung 
vorauszusenden: Diese ist veranlaBt durch eine Unter- 
suchung der Flammenleitung im Magnetfelde. 

Die Grôüfe des Hall-Effectes läfit sich aus den in Bezug auf 
die GrôüBenordnung richtigen Werte der Wanderungsgeschwindig- 
keiten der Jonen in Flammengasen, wie sie von Arrhenius!) 
und Herrn H. A. Wilson?) bestimmt wurden, und wie sie sich 
auch aus dieser Untersuchung auf ganz anderem Wege ergiebt, 
berechnen. Während der Untersuchung wurden wir auf Erschei- 
nungen geführt, die zeigten, da die stets vertretene Ansicht, daf 
wahre Abweiïichungen vom Ohm'schen Gesetze erst bei sehr hohen 
electromotorischen Kräften in Flammengasen auftreten, nicht rich- 
tig sein kônne; nur so war erklärbar, daB der erreichte Effect 
stets weit hinter dem berechneten zurückblieb. Wie der Hall- 
Effect in der aus obigen Componenten zu erwartenden Grüfen- 
ordnung erreichbar ist, wird an anderer Stelle gezeigt; hier dient 
uns am Schlusse der Abhandlung die Umkehr des Effectes als 
experimenteller Beleg des Auftretens von Beschleunigungen bei 
geringen electromotorischen Kräften, deren Existenz wir zunächst 
auf anderem Wege erweisen. 


1) L ec. 
2) H. A. Wilson, Phil. Trans. London. Roy. Soc. Apr. 1899. 
3* 
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$ 3. Beschreibung der Apparate. 

1. Apparat zur Erreichung eines Luftdruckes 
von etwa ‘100 Athm. der auf ‘/10°/ constant ist. 

Die bisher angegebenen Apparate bedienen sich entweder 
auBergewühnlicher Mittel, wie Dampfpumpen etc., oder reichen 
nicht aus, wenn der Wasserdruck, der die Luftpumpe speist, nicht 
von beträchtlicher GrüBe und Constanz ist. Unsere Construction 
erfüllt obige Forderung noch etwa 15 Sec. nach vollständigem 
Aussetzen des Wasserzuflusses und läfit sich sofort in jedem La- 
boratorium herstellen. 

Constructionsprincip: (siehe Fig. 1) In einen Ballon 
I gelangt durch ein Ventil aus Glasrohr und Gummischlauch Luft 
von einer Wasserluftpumpe P. Der Ballon I communicirt durch 
Capillaren mit einem Ballon II. Die Capillaren sind so eng, daf 
stets Ueberdruck in I herrscht. Ist einmal ein bestimmter Druck 
in Î erreicht, so kann dieser beträchtlich schwanken, ohne daf 
die durch die Capillaren austretende Luftmenge sich wesentlich 
ändert. Hiernach ist die Figur 1 verständlich. 

S ist ein Gouy’scher Zerstäuber'), der mit Ballon II eben- 
falls durch Capillaren in Verbindung steht, T dient zum Abtropfen 
condencirten Salzstaubes. ÆX sind Klemmen; X, wird vom Gal- 
vanometer-Fernrohr aus regulirt. 

2. Gaszufubhr und Brenner. 

Die Gaszufubr erfolgt durch den Membranregulatur À, durch 
Ballon 1, die Capillare C und Klemme X. Z}? ist der Schnitt- 
brenner aus Messing und Glas (Fig. 2). Die inncre Ocffnung am 


Fig. 2. 


1) Gouy, Auu. d. ch. ct d. phys. ». Ser. 1 


[we] 
= 
C2 
— 
a 
bei 
= 
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Fufe der Flamme ist 0,7 mm. Æ bezeichnet die Grenze des kalten 


Grases. Ë 

8. Electrodenhalter und Electroden. Ersterer aus 
der Fig. 1 verständlich. Æ sind Holzklôtze, die Eboniteinlagen 
sind .schraffirt. Diese isoliren Kupferstreifen, welche Nonien 
halten (Fig. 3). Die Electroden bestehen aus Netzen: das obere 


A 


77 
#] 


lÉ, 


si 
ÉÉ 


AT à | 


Fig. 8. 


mit Maschen von 0,3 mm’, das untere mit solchen von etwa 3 mm?, 
Das Electrodengestell ist so eingerichtet, daB durch die horizon- 
talen Nonien die Mittelebene der Klütze gecht. 

In Fig. 1 ist À ein Asbestkasten. Diese Apparate sind an 
einem Faraday’schen Magnet montirt, dessen Pole für diese Unter- 
suchung entfernt waren. 
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4 MeBapparate. Da die Messungen, die in Kiel in 
auferordentlich primitiver Weise begonnen sind, teilweise ver- 
wertet wurden, wird stets angegeben, mit welchem Instrumente 
gearbeitet wurde. In Kiel stand mir in Ermangelung eines em- 
pfindlichen Galvanometers zu diesen Untersuchungen ein Schwei- 
ger scher Multiplicator!), den ich notdürftig zur Spiegelab- 
lesung zurecht machte zur Verfügung. Er besitzt keine Dämpfung, 
und grofes Trägheitsmoment. Eine Luftdämpfung erscheint ohne 
die Empfindlichkeit des Apparates auf das 500 fache zu erniedrigen, 
nicht môglich. So dämpfte ich durch Ein- und Ausschalten von 
Nebenschluf. Die Empfndlichkeit betrug 3.6.10* Amp. comm. 
Ausschl. für 1 Se.-Teil bei 184 em Entfernung. Der Widerstand 
1580 Ohm. Die mit dem Instrument angestellten Messungen sind 
bei der Nacht ausgeführt; alsdann lieB sich eine Einstellung auf 
einige Skalenteile noch erreichen. 

In Stockholm hatte ich ein gutes D’Arsouval- Galvanometer 
zur Verfügung von 5.30.10* Amp. comm. Ausschl. für 1 Sc. 
Teil bei 78 cm Entfernung. ‘1/10 Sc.-Teil lieB sich gut schätzen. 
Der Widerstand betrug 213 Ohm. 

Das Quadranten- Electrometer, Mascart’scher Construction, 
wurde peinlichst ausgetrocknet. Die Empfindlichkeïit ist stets an- 
gegeben; sie änderte sich während der Messung nicht. Der Pla- 
tin-Dämpfer ist ausgeglüht und so gebogen, da erst nach 5/2 Pe- 
rioden Ruhelage eintritt; die H2 SO4 staubfrei, die Bifilarsuspen- 
sion, soweit als für die verschiedene Verwendung môglich, zu- 
sammengeschraubt. 


$ 4  Abhängigkeit des Potentialfalles in Flammengasen 
von der Temperatur der Anode. 


Gemessen wird der Potentialfall zwischen den Electroden bei 
etwa 17 mm Abstand und 75 Clark Potentialdifferenz. Die Tem- 
peratur der Anode wird variüirt durch Regulirung der Flammen- 
stellung. Die Begründung der Anordnung und Frage- 
stellung ergiebt sich aus der Theorie der mit ihr 
erzielten Resultate, diese Messungsreihe ist auf 
Grund der Erfahrungen vicler anderer angestellt. 
Dadurch da sich aus ihr Schlüsse ziehen lassen, welche viele an- 
dere unserer Messungen getrennt ergeben, wird die Mitteilung 
des weitaus grüften Beobachtungsmateriales überflüssig. 


1) Allgem. Litteraturzeitung 1820. 
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1. Die Schaltung zeigt Fig. 4. 

IL ist die Hochspannungs- 
batterie von 75 Clark Ele- 
menten geteilt in — 38 +37 
Clarks. Einschalter D schaltet 
das Galvanometer G mit Neben- 
schluf $S in den Electroden- 
kreis ein und aus. À commu- 
tirt die Batterie. Æ führt 
zu den Electroden FÆ, und 
dient zur Empfndlichkeits- 
controlle des Electrometers. 
J ist das Electrometer mit 
der Wippe B; M der Mef- 
draht. 

Das Electrometer ist in 
Doppelschaltung, Nadel und 
ein Quadrantenpaar geerdet. 
Die Abweichung der aus 4 
Beobachtungen zwischen 15 
—50 Volt bestimmten Electrometerconstanten beträgt 1,3°/o vom 
Mittel. Aufer in der Nähe des Potentials O kommen duher die 
Electrometerabweichungen gegen unvermeidliche äufere Stürungen 
nicht in Betracht. 

2. Die Beobachtung erfolgt so: Der Luftdruck wird 
durch die Klemme XÆ, (Fig. 1) neben dem Fernrohr auf genau 
100 cm H20 regulirt; eine Visirmarke fixirt die scharfe Grenze 
des unverbrannten (rases im Innern der Flamme (in Fig. 3 E). 
Diese Regulirung ist auBerordentlich empfindlicher, als die an 
dem Paraffin - Manometer M (Fig. 1) Der Nonius des Mef- 
drahtes wird abgelesen, die Constanz des Electrometers durch 
Umlegen von Æ ab und zu revidirt, dieses abgelesen und com- 
mutirt. Die ganze Beobachtnng einer der ange‘ührten Reihen 
kann etwa 2 Stunden dauern; etwa 10 Minuten nach Anzündung 
des (rases ist die Potentialverteilung so stationär, da nach etwa 
2 Stunden annähernd derselbe Wert an der betreffenden Nonius- 
Stellung gefunden wurde. Die Beobachtung erfolgt von der Ka- 
thode beginnend, alsdann die Mitte überspringend zur Anode, und 
durch die Mitte zurück zur Kathode. Besondere Sorgfalt ist auf 
Einstellung des Mebdrathes bei Nullstellung an jeder Electrode 
Au verwenden. Man nähert den Draht durch sehr geringe Ver- 
schraubung vou der Mitte aus, und liest am Nonius die Stelle ab, 


Fig. 4. 
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an der das Electrometer sich fest einstellt. Alsdann berühbrt der 
Draht die Electrode. Bei den Einstellungen im Electrodenzwi- 
schenraum schwankt die Einstellung zwischen etwa 10 Skalen- 
teilen. 
Messungen. 
Abhängigkeit des Potentialfalles von der Temperatur 
der Anode. 
I. Electrometerconstante c — 2.57 (comm. Ausschl.) Kathode: gelb-weif, Anode: hellrot. 
Beobachtung] O 1 11213l14l81617|18/91/10|11|12/ 18 | 14 


mm 0 0.2! 0.6! 1.1| 1.6| 5.4] 10.4! 12.8 15.2 16.2] 16.5] 16.8] 17.1 
Volt 53.05| 49.0] 47.8; 47.5] 47.8] 47.6] 47.1| 47.5] 46.4] 46.1] 45.4] 36.1| 33.4] 46.4] 54.48 


Il. TR C— 2921. = gelb-weif, Anode: mittelrot. 


Beobachtung | " | | NE 2 Pie Se 200 
mm NE - = F 1 UMES MINCE 16.5 | 16.9 
Volt 53 pe ai 7 36 9 36.3 133 3 27.6 | 24.1 | 16. | +12.1| 445 | 54.58 
1II. Electrometerconstante e — 2.1 Kathode : = Anode: schwachrot. 
Beobachtung | Û | a E D | 4 = 5 | : J Z 4 EN NE PETODE PROCOE A SE 
mm 0.6] 1.5 = 15.3 16.8 | 17.2 | 17.4 
Volt 58. 05 & : & : 30.2 13.5 8.8] 15.0189 |44.0 | 54.48 
IV. Electrometerconstante 3.84. Kathode: Ts elfe Auode: ganz schwachrot. 
Beobachtung | O0 IT ET : sue) on Tel Ë (SOON ENT a | 0 
mm 0.2] 1.5] 2.6| 5.6| 7.6 8] 11.9 4 _. 8 (544 17.3 
Volt api 38 0! 39.3| 45.4] 47.0| 44.4] 50.0 pl 50.5 518 52.0 53 54.4 


Tafel 1 enthält I—IV graphisch. 
Diese Curven legen wir einer eingehenden Discussion zu 
Grunde. 


54,48 Volt 


JTE 
== 
4 L Fa - - 


Tafel 1 
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$ 6. Theorie und Discussion der Messungen des Potentialverlaufs in 
Flammengasen in seiner Abhängigkeit von der Temperatur der Anode. 


A. Angenommen die Abweichung vom Ohm’schen 
Gesetze sei nur scheinbar (cf. $ 1). 

1. Alsdann sei e die Ladung eines Jons #,, », die Anzahl im 
Einheitsvolumen x,, x, die Geschwindigkeiten im Potentialgefälle 1, 
—- 2 das Gefälle, à der Strom durch die Einheïtsfläche, q die im 
Einheitsvolumen erzeugte, ann, die durch Recombination ver- 
schwindende Jonenzahl, so ist nach Poisson 

d’? 
1) TZ — Ann, —n,)c 


und an den einzelnen Electroden die freie Electricität 


d do 
2) ” dx 17 a) = f—onn, 
und 

d do 
D ere 
und der Strom 
4) 1 —(xn,+x,n.) _. 


In einem Querschnitt in der Entfernung À von der positiven 
Electrode passiren nun = ne — positive Jonen. Da nicht mehr 
1 2 
positive Jonen passiren künnen, als (9 —2n), d. h. der Ueberschuf 
der zwischen Schnittfläche und Kathode in der Sec. erzeugten, 
über die durch Recombination verschwindenden Jonen, so folgt 


) d ALT 

He + #2 AE 
Das Gleichheitszeichen gilt, wenn gar keine Recombinationen 
cintreten, « — 0 ist. Solange q = « haben wir freic Electricität 
an den Electroden und der zweïite Differentialquotient des Poten- 
tiales nach der x-Axe wird endlich. Für die Strecken, bis zu 
welchen dies der Fall ist, sind Recombinationen stets dann sehr 
unwahrscheinlich, wenn der Potentialfall an den Electroden wesent- 
lich grüBer ist, als zwischen diesen‘)}. Streng richtig wird Glei- 


1) J. J. Thomson, I. c. pag. 259. 
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chung b) erst dann, wenn die Polarisationsgebiete an den Electroden 
im Wendepunkte der Potentialgradienten -Curve zusammenstofen. 

AuBerhalb dieser Schichtdicken 4, in der Mitte 
zwischen den beiden Electroden ist der Potentialabfall constant, 


so daf nach 1) und 2) 
VAR 
Cr 4 
und nach 4) 


6) (SE) _ Des. 
dx m q e(x, +x,) 
Für diese Schichtdicken 4 folgt durch Integration 


von 1), indem die Constante aus der Bedingung x = À bestimmt 
wird !) 


Ge) 
dhn_j — 42m 


(FE Agenn 
dx }, 


wo die Indices 1(2) für die positive resp. negative Electrode 
gelten, und die eingeklammerten Ziffern eine analoge Gleichung 
für die zweite Electrode darstellen. Aus den Gleichungen 7) folgt 


ES 


7) d (x, + %,), 


8) pe quel Vire can Le 
ete) 
dry} Adx.): 
und aus 5) 
1 1, 
9) … = à 


So lange die Proportion 8) und 9) constant bleibt, ist keine 
Aenderung des Geschwindigkeïtsverhältnisses der Jonen einge- 
treten. 

2. In der Flamme kommt nun zu den Geschwindigkeiten der 
Jonen einmal additiv, das andere Mal subtraktiv die des Gas- 
stromes hinzu. An keinem der Schlüsse, die wir hier ziehen, wird 
hierdurch etwas verändert. Gleichung 5) lehrt, dafi die Schicht- 
dicken 1 mit abnehmender Jonenconcentration q cetcris paribus 
wachsen. Ist die Grundannahme des Ohm'schen Gesetzes nicht 
erfüllt, so daB 


He —= “eE) à 
1 
1) J. J. Thomson, |. c. pag. 261. 
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ist, und Æ eine mit dem Potentialfall wachsende Function ist, 
so kôünnte hierdurch eine VergrôBerung der À an einer Electrode 
bedingt sein; dann aber müfite nach Gleichung 4) der Strom zu- 
nehmen, da x, grôBer geworden ist. 

8. Wir betrachten nun unsere Messungen. Von] auf Il ist die 
Summe der Schichtdicken 4, +4, beträchtlich gewachsen. Die Mes- 
sung des Stromes ergiebt, da8 dieser abgenommen hat. Demnach 
beruht das Anwachsen von 4, + 4, in Curve II gegenüber Curve I, 
auf Verringerung der Jonenconcentration q der Flamme, auf Zu- 
nahme des Sättigungsstromes mit Abnehmen der Temperatur der 
Anode und sofort folgt aus Curve I und Il. 

I. Die Jonenconcentration der Flamme ist 
eine Function der Temperatur der Electroden 
und nimmt mit sinkender Temperatur ab. 

4. Betrachten wir Curve I—IV so ist ersichtlich, da zu- 
nächst das Verhältnis 2. das unter Annahme des Ohm’schen Ge- 

2 

setzes nach 8) das Verhältnis der Wanderungsgeschwindigkeiten 
im Potentialgefälle 1 darstellt, (hier, durch den Gasstrom im Zäbler 
und Nenner durch die gleiche Constanz modificirt ist) in Curve I 
etwa 1/4 beträgt, in II annähernd constant geblieben, in Curve III 
annähernd 1 geworden ist, und bei IV ïin einen unechten Bruch 
übergeht. Also hat sich das Geschwindigkeitsverhältnis der Jonen 
geändert und es folgt: 

II. Sinkt die Temperatur der Anode unter 
eine gewisse Grenze, so erleidet das positive 
Jon Geschwindigkeitserhôhungen, die so groB 
werden, daf die unter annähernd gleichem Po- 
tentialfall zurückgelegten Strecken (Curve III) 
annähernd gleichwerden. Bei noch tieferer Tem- 
peratur der Anode dreht sich das Verhältnis der 
Strecken um (Curve IV). 

In III und IV ist also die Grundannahme des Ohm’schen Ge- 
setzes nicht mehr erfüllt, wir haben wahre Abweichungen 
vom Ohm’schen Gesetz. 

B. Die wahre Abweichung vom Ohm'schen Ge- 
setze. 

1. Die Beschleunigungen des positiven Jons in Fall III und 
IV künnen 2 unabhängige Ursachen haben. Die Reïbungswider- 
stände, die nach der kinctischen Gastheorie der Temperatur pro- 
portional wachsen, reichen nicht mehr aus, die Stromarbeit zu ver- 
nichten, wenn dic Temperatur an ciner Electrode unter cine ge- 
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wisse Grenze sinkt; andererseits, ist die Temperatur hoch genug 
und constant, so kann die Grundannahme des Ohm'’schen Gesetzes 
dann überschritten werden, wenn der Potentialfall zu groB wird. 
Versuchen wir aus kinetischen Vorstellungen die zulässige Grübe 
des Potentialfalls zu berechnen, wenn die Kathode auf einer Tem- 
peratur von etwa 2000 (annähernd weifiglühendes Platin) ist. 
Wir bemerken, daB solche Rechnungen des üfteren ausgeführt sind, 
um zu beweisen, daf die Abweichung vom Ohm'’schen Gesetze 
selbst bei electromoterischen Kräften von 80 Clark pro em bei der 
Flammenleitung nur scheinbar ist. Wir werden zeigen, daf 
bei gleichtemperirten Electroden schon bei wenigen 
Volt Beschleunigungen auftreten. 

2. Wir betrachten, wie in der Gastheorie üblich ist, die 
Reibung eines Jons als verursacht durch Zusammenstüfie mit 
Gasmolekeln und wiederholen unter Zugrundelegung einer Formel 
von Steffan!) eine von Arrhenius ?) angestellte Betrachtung. 

Die BewegungsgrüBe die », Kugeln mit der Geschwindigkeit 
E,+n,, mn, und 6, an n, Kugeln mit der Geschwindigkeit Ë,+,, 
n, und &, abgeben, wenn s die Summe der Radien beider Kugeln 
ist, m,, m, ihre Masse, r, die relative Geschwindigkeit beider Sy- 
steme bezeichnet, ist nach Steffan ‘) 


m,.M, 


10) W= as oi 


>, n, r (E Fa £,) “3 (a, —n), 


r, = VE +n,-n) +(n +) ++) 
ist. 
Es sei £ —£, — £, die relative Geschwindigkeit eines Molc- 
kels zu den Molekeln seiner Umgebung, und #,—x, = n die durch 
den Potentialfall hinzukommende Geschwindigkeit.  Entwickelt 


man y, nach Taylor, und setzt in 10) ein, so vereinfacht sich die 
Reiïhe dadurch, daB 


Dnnré = 0 


wird, weil für dasselbe r so viel positive wie negative Ë existiren. 
Aus demselben Grunde werden alle Glieder 


2 ", ", y? Los — 0 


1) Steffan, Wien. Ber. 65. 355. Abth. 2, 1872. 
2) Arrhenius, L. c. oder Bih. tilt K. Sv. Ak. Handl. p. 41, Bd. 16. 


, 
vi 
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wo a und b ganze Zahlen sind. Weiter wird 


D — dis DE Ds. Et _ SD LP E.1 


Es 


— 5 te 
so daB wir erhalten 


An": 11°n 


: 4 
11) me fs IT RES SAS 1 PO EU 


+» 


Solange n gegen r klein ist, ist die bei dem StoB verlorene 
BewegungsgrôBe W der Geschwindigkeit proportional. 

Betrachten wir nun die Jonen in der Flamme. 7 bezeichne 
die Geschwindigkeit eines Jons gegen die Molekeln der Umgebung, 
n die durch den Potentialfall hinzukommende BewegungsgrôBe. 

Nehmen wir eine Temperatur von 2000° in der Nähe der 
Kathode an; das Moleculargewicht der Verbrennungsgase berech- 
net sich aus den Componenten im Mittel zu 29, so wird die rela- 
tive Geschwindigkeit des OH-Jons gegen die Molekeln der Ver- 


brennungsgase 
LIN SIZE al 1 
SO Vent qu = 


indem wir die Geschwindigkeit der Verbrennungsgase zu 1730 _—… 
einer Temperatur von 2000° entsprechend, setzten. Nehmen wir 


3 
also r — 2983 ne so wird _ . gegen Sur schon bei nie- 


Due e La 
deren Potenzen von r zu vernachlässigen sein. Für n — F wird 


(das zweite Glied) B — . À, für tua HR 


20 3 206 A. Wenn wir 


demnach eine Geschwindigkeit von 1000 = zulassen, kônnen wir 


noch lineare Proportionalität zwischen Geschwindigkeit und Kraft 
erwarten, d. h. Giltigkeit des Ohm’schen Gresetzes. 
Herr Wilson?) fand für die Geschwindigkeit des negativen 


Jons 1000 _— für 1 Volt. Arrhenius berechnet einen etwa 10 Mal 


kleineren Wert aus Ostwald’s Gesetz und einer Diffusionsregel. 


1) Ein einfacher Beweis bei Arrhenius 1. c. 
2) L c. 


, 
L 
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Nehmen wir 1000 als richtig an, so dürfte danach noch ein 


Potentialfall von 100 ne oder 10 a die Grundannahme des 
Ohm'schen Gesetzes nicht beeinflussen. Ist die Anode bedeutend 
kälter als die Kathode, so wird natürlich das Gefälle an dieser 
nur geringer sein dürfen. 

Wir betrachten nunmehr den Potentialverlauf bei + 1 C1 zwi- 
schen 2 Electroden von 17 cm Entfernung. 

Figur b stellt den Beginn dar. 
Beide Electroden sind gelbglübend. 
Der Potentialfall an der Kathode 
beträgt 253 VO, Es folgt 

IL Bei gleich tempe-: 

rirten Electroden sind 
schon bei Potentialdiffe- 
renzen von etwa 2 Volt, 
wahre Abweichungen vom 
Ohm’schen Gesetze wahr- 
scheinlich. 

Da wir die Temperatur s0 
hoch wie angängig wählten, ist 
Satz II für Flammengase 
unabhängig von der Tem- 
peratur. 

3. Kehren wir nun zur Be- 
trachtung von Tafel I zurück. Hier ist stets die Anode wesent- 
lich kälter als die Kathode. Der Potentialfall bei I beträgt 
1816 . bei II 748 _. überschreitet demnach beträchtlich die 
Grenze, innerhalb welcher nach obiger Rechnung die Grundan- 
nahme des Ohm'’schen Gesetzes erfüllt bleibt. Bei I und IL ist, 


trotz des sehr verschiedenen Potentialfalles das Verhältnis . 


3 
annähernd gleich geblieben. Es erscheint also môüglich, daf die 
obige Grenze von 100 TE zu klein ist, sebr wahrscheinlich daf 
noch bei viel hühcrem Potentialfall der Geschwindigkeitszuwachs 
klein gegen die Geschwindigkeit ist; hierauf kommen wir später 
zurück. 
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C. Potentialfall und freie Electricität an den 
Electroden. 
1. Die Integration der Poisson’schen Gleichung 1) ergiebt 


d ; , 
- = — Anfe(n, —n,) dx + C =) — 4x]çdx + €. 
Zwischen den Banden 4 ist der Potentialfall linear, also 
eg — 0 und ; 
dp ' 
pau 
also ergiebt 
Lee - (a). 
12) FL ne 


die freie Electricität an den Electroden. Die Fläche der Elec- 
troden beträgt bei uns 0,8056 quem. Messen wir also den Poten- 


tialfall in “or an irgend einer Stelle unserer Curve, subtrahiren 


den Abfall el und multipliciren mit ee 
wir die GrôBe der freien Electricität an der betreffenden Stelle 
in absolutem Mafe. 

2. In Tafel 2a u. b stellen die schraffirten Flächen die Elec- 
tricitätsmengen in absolutem Mae dar, welche in Fall 1 bis IV 
(Tafel 1) unserer Messung an den Electroden angehäuft waren. 


, 80 erhalten 


Ein gewisser Spielraum in der genauen Messung des Poten- 
tialfalles an den Electroden und der Schichtdicken À beeinflufit 
unsere Betrachtungen in keinem Punkte. Die richtige Zeichnung 
erleichtert Beziehung 8) und 9), hiernach erhalten wir bei Ver- 
bindung des Endes der grüBten Ordinate mit dem der grüfiten 
Abscisse annähernd ähnliche Dreiecke. 


Sofort ist ersichtlich. 
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IV. Die Grôfe 
der freien posi- 
tiven Electricität 
an der Kathode 
nimmt ab, wenn 


die Temperatur 


der Anode sinkt. 
Gleichzeitig 
nimmt die freie 
negative Electri- 
cität an der 
Anode zu. 

Die Temperatur der 
Kathode ist bei I—IV 
annähernd gleich ge- 
blieben; der Betrag des 
Anwachsens der nega- 
tiven Electricität dürfte 
nach Tafel II etwa der 
der Abnahme der posi- 
tiven Electricität sein. 
Da nun {fetwa aus 8), 
9) und 12)] ersichtlich 
ist, daB an den einzel- 
nen Stellen zwischen 

den Electroden die 
GrôüBen der positiven 
resp. negativen Elec- 
tricititsmengen  annä- 
hernd umgckchrt pro- 
portional den Geschwin- 
digkeiten der beiden 
Jonen sind, so wäre 
demnach môüglich, daf 
die Aenderung derfreien 
positiven  Electricität 
auf Jieschleunigungen 
der positiven Jonen be- 
ruht. Von I auf IL ist 
aber der Sättigungs- 
strom gewachsen, die 
Stromstirke hat abge- 
nommen; oben zcigten 
wir, daf bei Kinsetzen 
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von Beschleunigungen bei gleicher Jonenconcentration der Strom 
wachsen müsse. Also ist die Abnahme der freien positiven Elec- 
tricität sicher zum Teil nicht durch Einsetzen von Beschleuni- 
gungen, sondern durch Abnahme der Concentration der Flamme 
für positive Jonen verursacht. 

Also: Nimmt die Temperatur der Anode ab, so nimmt die 
Jonenconcentration im Flammenvolumen ab; an den Electroden 
vermebrt sich gleichzeitig die freie negative Electricität unter 
Verringerung der freien positiven Electricität. Diese Thatsachen 
lassen nur die eine Deutung zu, da mehr Jonen von der wär- 
meren Electrode in die Flamme treten als von der kälteren. Also 
folgt : 

V. Der Dissociationsgrad der Flamme für 
die positive resp. negative Jonenart ist wesent- 
lich mitbedingt durch die Temperatur der be- 
treffenden Electrode. 

Herr H. A. Wilson’) wurde zu dem gleichen Schlusse auf 
ganz anderem Wege geführt. Er zeigte unter anderem, daf der 
Strom bei VergrüBerung der Entfernung der Electroden sich nicht 
ändert, wenn die Temperatur der Electroden sich nicht ändert. 
Vielleicht lieB sich dieses und ähnliche Experimente aus der 
Theorie des Sättigungsstromes allein erklären; kann doch bekannt- 
lich bei Sättigungsstrom ceteris paribus bei Entfernung der Elec- 
troden der Strom sogar wachsen. Die Abnahme der freien posi- 
tiven Electricität bei Abnahme der Temperatur der Anode ist aber 
in der That nicht anders als durch die, zuerst von Herrn Wil- 
son vertretene Hypothese erklärbar. 

3. Nach Gleichung 4) ist der Strom der Jonenconcentration 
und der Geschwindigkeit der Jonen proportional; demnach folgt 
aus Satz V, daB die Umkehr des Zeichens der Electroden nicht 
den gleichen Strom liefern wird, wenn die Elcctroden verschicden 
temperirt sind, und die Wanderungsgeschwindigkeiten beider Jonen 
verschieden sind. 

Dicse Erscheinung, die man als unipolare Leitung (Hittorf) 
zu bezeichnen pilegt, liefert demnach ein ungehcuer empfindliches 
Mittel Isothermen (oder Isothermenverschiebung) in der Flamme 
zu bestimmen. Denn aus V in Verbindung mit Gleichung 4 ist 
ersichtlich. 

VI. In der Flamme liegen dic Stellen fehlen- 
der unipolarer Leitung auf Isothermon. 


1) Le. 
4* 
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8 7. Bestimmung der Grüssenordnung der Wanderungsgeschwindig- 
. keiten aus dem Potentialverlauf. 
1. Wir haben also die Grenze, bis zu welcher bei einer Tem- 
peratur von etwa 2000° die Kraft anwachsen kann, ohne daB die 


Jonen Beschleunigungen erfahren, zu etwa 100 Vo bestimmt (S. 


47). Wir zeigten, daB bei gleichtemperirten Electroden, bei einer 
Potentialdifferenz von 2.8 Volt, bei 1.7 em Electrodenentfernung 
diese Grenze um mehr als 200°/ überschritten wird (S. 47) und 
wiesen (S. 47) darauf hin, daB es wahrscheinlich ist, daB noch bei 
etwa 10 Mal grôBerem Potentialfall die Beschleunigungen klein 
gegen die Geschwindigkeiten sind. 


Aus Gleichung 
ee] 
2) nl Jedx — ___ 


folgt, daB wenn wir ein Mittel anwenden, die freie Electricität an 
einer Electrode zu neutralisiren, da8 alsdann an dieser Electrode 


dx 


(2) Ein solches Depolarisationsmittelliefert Satz 


IV. Wir halten die Temperatur der Anode wesentlich niedriger, 
als die der Kathode, alsdann nimmt die freie positive Electricität 
an der Kathode ab. Mithin nimmt nach 12) der Potentialfall an 
der Kathode ab, und da die freie negative Electricität zunimmt 
(Satz II), wächst der Potentialfall an der Anode. 

2. Obige Grenze für die Giltigkeit der Grundannahme des 
Ohm'schen Gesetzes von 100 . erweitert sich bei constanter 
Temperatur umgekehrt proportional der Geschwindigkeit des zu 
betrachtenden Jons im Potentialfall 1. 

Andererseits folgt, daB für ein im Potentialfall 1 sich wesent- 
lich langsamer bewegendes Jon, die Temperatur des umgebenden 
Gases (Relativgeschwindigkeit zu den Nachbarmolckel) wesent- 
lich geringer sein kann als 2000°, wenn wir obige Grenze des 
Potentialfalls cinhalten. 

Aus allen bisherigen Betrachtungen geht hervor, da die Ge- 
schwindigkeit des positiven Jons beträchtlich geringer, als die des 
negativen ist; die Temperatur der Anode darf demnach geringer 
als die der Kathode sein. 

3. Aus der Gleichung 6), die für die Strecke linearen Po- 


der Potentialfall abnimmt [den (æ) ist stets sehr klein gegen 


LU 
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tentialverlaufs giltig ist, berechnen wir «; aus Gleichung b) die 
für die Gebiete wahrer Electricität gilt, folgt 
pi AE Le ge 
nr er en Nine AE Ar re ner 
Für die Stelle des ZusammenstoBens des Gebietes freier Elec- 
tricität mit dem ohne, folgt demnach durch Einsetzen in 7) 


Ari, 
13) H3, — TapŸ _(apŸ 
al.-Œ 

Streng richtig wird die Gleichung natürlich erst, wenn der 
Sättigungsstrom erreicht ist; sie bildet alsdann einen Specialfall 
einer Formel von J. J. Thomson). 

4. Gleichung 13) gilt unter Voraussetzung alleiniger Sr 
barer Abweichungen vom Ohm'schen Gesetze für ein Gas, auf 
dessen Jonen keine anderen Kräfte als die electromotorischen 
wirken, die die Potentialdifferenz an den Electroden verursachen. 
In der Flamme sind die Verhältnisse complicirter. Nicht nur die 
Jonen im Gase, sondern das Gas selbst ist in Bewegung; und 
dann; auch den Flammengasen kommt eine gewisse Leitfähigkeit 
zu. Angenommen wir treffen die Anordnung so, daB die Jonen 
keine Beschleunigungen erfahren, und bestimmen aus dem Poten- 
tialfall die x. Alsdann ist x eine aus Jonengeschwindigkeit und 
Gasbewegung im Potentialfall 1 resultirende Geschwindigkeit. Die 
Geschwindigkeit des Gases durch Umkehr der Electroden zu eli- 
miniren, so daB sie einmal mit, das andere Mal gegen die Jonen- 
bewegung gerichtet ist, also daB x einmal v+g, das andere Mal 
v— g ist, stüBt auf Schwierigkeiten, weil wir nach Satz III stets 
Beschleunigungen auch bei sehr geringen electromotorischen Kräften 
erhalten, wenn die Anode auf beträchtlich hôherer Temperatur als 
die Kathode ist. 

Also bestimmen wir hier die GrüBenordnung der Jonenge- 
schwindigkeiten, die aus Jonenbewegung und Gasbewegung resul- 
tiren. 

Punkt 2. Auch in der reinen Flamme existirt ein Potential- 
fall Man kann sich leicht überzeugen, daf selbst bei Zerstäu- 
bung von ‘/6 # Lüsungen bei Electroden, die nur rotglühend sind 
der Potentialfall der Flamme wesentlich durch diese geringe Jonen- 
concentration bedingt ist. Hiernach dürfte es berechtigt sein, bei 
viel stärkeren Concentrationen den Potentialfall als wesentlich 
durch den Salzdampf bedingt anzusehen, und anzunehmen, daf 


1) 1. c. pg. 266. 
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eine eventuell durch die reine Flamme hinzukommende Correction, 
die GrôBenordnung des x nicht veründert*). Die viel wesent- 
licher in Betracht kommende Leitfähigkeit der Flamme berücksich- 
tigen wir, wie üblich durch Subtractionu von der der gefärbten. 

5. Trotzdem wir bei all diesen Schwierigkeiten nichts als 
eine grobe Näherung erwarten kônnen, ist es nicht ohne princi- 
pielles Interesse die GrüBenordnung der Geschwindigkeiten nach 
Formel 13) zu bestimmen, und mit den von anderer Seite angege- 
benen, die auch kaurm mehr als die GrôBenordnung geben, zu 
vergleichen. 

Arrhenius schätzte die Geschwindigkeit des OH Jons etwa 
105 Mal grôBer als im Electrolyt, Herr Wilson giebt einen noch 
10 Mal grüBeren Wert an. Letzterer ma die E.K., die notwen- 
dig ist um ein Jon gegen den Gasstrom zutrciben. Arrhenius 
extrapolirte aus Ostwalds Verdünnungsgesetz und einer Diffu- 
sionsregel von Loschmidt. 

6. , Für die nunmebr anzuführenden Messungen ist die Schal- 
tung, die der Figur 4, nur da die Potentialdifferenz an den Elec- 
troden +2 CI beträgt. In Folge dessen müssen wir auf die Vor- 
teile der Doppelschaltung verzichten, und laden die Nadel. Wir 
benutzten Quadrantenschaltung, und erden einmal das eine, dann 
das andere Paar. Die Bifilarsuspension ist an der Verstellung 
fast vollständig zusammengeschraubt, die Dämpfung so gebogen, 
da nach ‘/2 Perioden Ruhelage eintritt. Die Ausschläge sind 
nach Hallwachs") Formel in Volt umgerechnet. Die Flamme resp. 
die Electrodenstellung in dieser, ist so regulirt, da8 der Potential- 
fall an der Kathode nach Môglichkeit verringert ist (Satz IID), 
ohne daB die Temperatur der Anode unter die der Rotglut sinkt. 

Es läft sich hier bci Quadrantenschaltung vorzüglich demon- 
striren, wie durch eine VergrôBerung der Gaszufuhr, die ohne 
Fernrohr am Paraffinôl -Manometer gar nicht, wohl aber an der 
scharfen Grenze des unverbrannten Gases (in Fig. 3, £) wahrnehm- 
bar ist, in Folge der Erhôühung der Temperatur der Anode, die 
Jonenproduction an dieser derart wächst, da das Potential in 
einem wesentlich positiven Gebiete sofort umschlägt. 

Die Ausführung der Messung und Manipulationen ist oben be- 
schrieben. Wir betrachten zunächst 3 Messungsreihen für Kalium. 

1) Hallwachs, Wied. Annal. 29, 1886. 


*) Anmerkung während der Correctur: Aus der inzwischen fcrtig- 
gestellten Untersuchung über den [lall- Effect, crgiebt sich, da dieser für die 
reinc Flamme wesentlich grüBer als für die concentrirte K. - Flamme ist. Der 
Schluf, der hicraus folgt, daf die Trüger der pos. Elcctricität in der reinen 
Flamme langsamer als in der gefärbten wandern, läfit sich auch aus dem Potcen- 
tialfall erweisen. 
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7. Die Messungen sind in Tafel 3 eingetragen. Wir legen 
durch die Beobachtungen eine (theoretisch mügliche) Curve, derart, 
da unter môglichster Anpassung an die Beobachtungen, die gleich- 
zeitige Beziehung 8) und 9) annähernd erfüllt ist, und berechnen 
unter Eintragung der Daten aus der Tabelle, in 12) die GrüBe x. 
Wir dürfen diese Formel benutzen, da wir die Expe- 
rimentalanordnung so getroffen haben, da die von 
uns berechnete Grenze der Giltigkeit des Ohm-- 
schen Gesetzes an jeder Stelle der Curve einge- 
halten ist. Den Potentialfall nehmen wir so an, wie 
er in der Tafel eingezeichnet ist. Alsdann wird 
etwa für I 


Ai, 4x. 1.878.107°.0.08.800°.8 | 8 4] 
Mme tn) nd du PR Niation de à 
(&) (2) 10 10686 (5) 


Hieraus ergiebt sich 


v — 1000 ; 
sec. 


durch analoge Rechnung mit etwas mehr Sicherheit ergiebt sich 


cm 
sec. 


u — 260 


Das sind natürlich grobe Näherungen, deren Sicherheit vielleicht 
50 °/o betragen mag. Curve IT ergiebt | 


cm 


cm 
v « 800—, x — 250 
sec. sec. 


Die GrüBe der Uebercinstimmung zwischen diesen Zahlen liegt 
auBerhalb ihrer Sicherheit, namentlich bei «. 

Was diese Messung sehr erschwert, ist die Schwierigkeit die 
Flammenstellung so zu reguliren, daf an keiner Electrode der 
Potentialfall zu groB wird. Ist die Anode zu heiB oder zu kalt, 
so treten nach Satz V resp. Gleichung 12) wahre Abweichungen 
vom Ohm’schen Gesctze für die positiven resp. negativen Jonen 
auf, indem im ersteren Falle das Kathodengetälle, im zweiten der 
Anodenfall die für unsere Bercchuung zulässige Grenze überstcigt. 

In Tafel 2 (1V) ist das Kathodengefälle folgender Messungs- 
reihe cingetragen. 
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Electrometerconstante c — 0.832045. 1}, n NaCI. Kathode: weif-glühend; Anode: hellrot. 


Beobachtung | 0| 11 213 |4 15 |6 7 |8 9 |10!11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 os | 1 0 


oo oo 


mm 0 0 |0.1!10.2 0.6 1.112.115.8| 6 | 6.9 81 11.1118.6 116.1! 17 |17.6 | 18.1 | 18.6 | 18.7 | 18.8 en 100 19.1 | 19.2 : 19.3 119.3 
| | 
+ | — 
Volt 2.87 2.8 2.54 nt 2.32 rs 1.48 VE 1.40 | 1.31 | 1.39 | 1.40 ‘1.48 | 1.40 | 0.92 | 1.00 | 0.92 | 0.28 | 0.48 | 0.53 | 0.83 2.8 | 2.5 
2.33 1.06 


: 
P CORRE 
D ane Eshode 0.03 cm Strom in der reinen Flamme à, — 0.51.10 Amp. 
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Die Beobachtungsstürungen sind hier offenbar viel geringer 
als in den oben für HCI angeführten Messungen. Der Grund ist 
kein zufälliger, sondern liegt darin, da die Anode wesentlich 
heifer gehalten war, als in obigen Reïhen. Stürungen im Gaszu- 
fluf kommen alsdann viel weniger zur Geltung. Der Potentialfall 
an der Kathode (Tafel III, IV) ist hier mit grôBerer Genauigkeit 
als oben meBbar; der an der Anode ist wenig sicher durch die 
Beobachtungen festgelegt. 

8. Während so vieler Beobachtungen, wie hier, constante Be- 
dingungen zu bewahren, ist sehr schwer. Nach einigen Stunden 
Erhitzens ändert sich der Potentialfall etwas: Wir glauben den 
Grund darin zu finden, daB die Temperatur der Anode bei gleicher 
Gashôühe wie beim Beginn des Experimentes in Folge schlechter 
werdender Wärmeleitung sich erbüht; Polarisation im ge- 
wühnlichen Sinne halte ich nach meinen Beobach- 
tungen für sehr unwahrscheinlicb, und glaube, daB Er- 
scheinungen die dahin gedeutet wurden, auf nicht stationäre Tem- 
peratur zurückzuführen sind. Weder Arrhenius, noch Giese, 
noch Smittels oder Wilson haben Polarisation analog der bei 
Flüssigkeitsketten beobachtet. 

9. Berechnet man nach dem Diagramm und den angegebenen 
Daten x,, so erhält man 


= 36000 
demnach 
u — 12027. 
sec. 
Die Ausrechnung der ganzen Messung ist hier aus obigem Grunde 
wegen der Stürungen am Schluf der Beobachtung nicht angängig. 
Eine andere Messung für Na Cl ergab 


u — 300, v — 1200. 


Es bietet die Mitteilung weiteren Zahlenmaterials kein In- 
teresse. Die Curven sind für Na, K und Li von absolut gleichem 
Character. 

10. In Tafel I betrachteten wir die Abhängigkeit des Poten- 
tialfalles von der Temperatur der Go und benutzten Potential- 
differenzen von 7b Clark. 

Curve IL in Tafel I gestattet eine Aunsmessung des À und 
22 mit einiger Genauigkeit. Wir zweifeln nicht daran, daf hier 
F 
wahre Abweichungen vom Ohm’schen Gesetz in Folge des hohen 
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Potentialfalles vorliegen; eine Berechnung der w und v kann Aus- 
kunft geben, wie weit die Geschwindigkeitserhôhung durch nach- 
lassende Reibung, gegen die normale Geschwindigkeit in Betracht 
kommt. Hier ist à — 7.311.107, à, — 0.1.10*, die Stromfläche 


TS une de Ponte fl EME AN an 
0.07 cm 
#, — 102000 
und à 
= 350 
sec. 
analog 
v + 18007, 
sec. 
indem für À, — 0.08 cm und der Potentialfall SR OR gesetzt 
0.16 cm 


wurde. 

Man sieht, da8 die Geschwindigkeiten «'v  wesent- 
lich grôüBer, als dieu und v sind, welche nach Mes- 
sungen berechnet wurden, die innerhalb dem, für das 
Ohm’sche Gesetz als gültig berechneten Potential- 
fall liegen. 

Aber bemerkenswert ist, daB, obwohl der Strom hier 70 Mal, 
der Potentialfall 12 Mal grôBer als bei obiger Messung von Na Cl 
gewesen ist, die Geschwindigkeit im Potentialfall 1 nur etwa um 
das 1'}2 fache gewachsen ist. Da dies so sein würde vermuteten 
wir oben aus anderen Gründen ($S. 47). 

11. Die hier berechnete GrôBenordnung, stimmt für das ne- 
gative Jon mit den Werten von H. Wilson überein. Herr Wil- 
son findet etwa 1000 _—— Dagegen beträgt nach ihm . 
während wir nirgends mebr als ‘/; fanden. 

Wir halten für môglich, da8 bei uns die Temperatur der Anode 
schon zu tief war, so daf die positiven Jonen beschleunigt sind; 
aber wenn wir bedenken, daB bei unseren Zahlen zu der (e- 
schwindigkeit des positiven Jons, die des Grasstromes hinzukommt, 
beim negativen abzuziehen ist, so erscheint uns, trotz der groben 
Näherung, die unsere Messungen gestatten, der von Herrn Wil- 


son') für das positive Jon erhaltene Wert von 60 als müg- 


licher Weise um das 2 bis 3 fache zu klein, Wir gehen auf die 


1) cf. IT. A. Wilson, 1 c. 
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Frage, ob die Annahme, die der Messung von Herrn Wilson zu 
Grunde liegt, daf die Geschwindigkeit des unverbrannten Gases 
dieselbe ist, wie die des erhitzten, berechtigt ist um so weniger 
ein, als sich diese leicht experimentell prüfen lassen wird. 2 
Unterbrechungsstellen, ein Relais von der Empfindlichkeit 107 
Amp. dürfte für die directe Geschwindigkeitsmessung der Flammen- 
gase (bei Anwendung von Netzen über und unter der Unterbre- 
chungsstelle, vielleicht auch für die der Jonen im Poteutialfall 
1) mittelst Rolle und Stimmgabel genügen, da mit dem Zer- 
stäuber eine plôtzliche Aenderung in der Leitung des Gases 
herbeizuführen ist. 

Unzweifelhaft ergiebt sich aus allen diesen Geschwindigkeits- 
messungen, daf die Grôüfenordnung der Wanderungsgeschwindig- 
keit der Jonen in Flammengasen etwa 10° Mal grôBer als in Elec- 
trolyten ist, und die Differenz #—v noch sebr viel grôBer. 

Neben des principiellen Interesses für das Verständnis der 
Flammenelectricität, interessirte es uns wegen des Problems der 
Flammenleitung im Magnetfelde, auf das wir demnächst näher 
zurückkommen, die GrôBenordnung der von anderer Seite be- 
stimmten Wanderungsgeschwindigkeiten aus dem Potentialverlauf 
nachzuprüfen. 


$ 8 Die electrolytische Dissociation in der Flamme. 

1. S. Arrhenius hat gezeigt, daf die Jonen, die den Trans- 
port der Electricität in Flammengasen übernehmen, gleichartig den 
der Electrolyse sind. Dieses Resultat kann verwundern. Die An- 
ziehungskräfte, welche das Jonenpaar zusammenhalten, werden 
hier nicht durch die veränderte Dielectricitätsconstante gelockert ; 
sie sind etwa 80 Mal so grofi als in wäfriger Lüsung. Aus der 
Reïhe der aus dem Cawendich - Laboratory hervorgegangenen Ar- 
beiten geht hervor, dafi bei Gasen von nicderer Tempe- 
ratur der Electricitätstransport nicht durch electrolytisch 
dissociürte Molekel erfolgt. 

Versuche von Herrn Euler!) zeigen, daB schon bei Lôsungs- 
mitteln von nur 38 Mal geringerer Dielectricitätsconstante, als die 
des Wassers, der Dissociationsgrad um etwa ?/; abnimmt. Es 
liegt nahe die hier vorhandene electrolytische Dissociation als 
durch besondere physicalische Ursachen hervorgernfen anzusehen. 

2. Angeregt durch eine Bemerkung von Helmholtz im 6. 
Bande?) der Vorlesungen untersuchte ich den Einfluf kurzwelliger 


1) H. Euler, Zeitschrift f. phys. Chemie 28. 1899. 
2) H. v. Helmholtz, Vorlesungen herausg. v. Künig u. Runge, Bd. V p. 842. 
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Strahlung auf die Dissociation in der Flamme. Helmholtz be- 
merkt: ,Die starke Absorption tritt also da ein, wo die Periode 
,des Lichtes mit der eigenen Schwingungsdauer der Molekeln 
übereinstimmt. Die starke Absorption ist also von starkem Mit- 
»Schwingen der Molekeln begleitet, so da wir dabei auch Wärme- 
entwicklung, und unter Umständen ein ZerreiBen der Jonen- 
»verbindungen erwarten kônnen, namentlich wenn noch 
»eine electrostatische Ladung der Substanz hinzukommt. 
,S0 sind wohl die Beobachtungen von Hertz zu erklären über die 
»yEntweichung der Electricität unter dem Einfluf ultravioletter 
»Strahlung.“ 

8. Die Figur 6 zeigt die einfache Anordnung, die ich in 
Kiel im April vorigen Jahres verwandte. 

Eine Quarzlinse Q wurde 
mir freundlichst von meinem 
Chef, Herrn Prof. Lenard, zur 
Verfügung gestellt. Das Para- 
boloïd P lieB ich mir zu diesem 
Zwecke pressen; es ist so durch- 
bohrt, dafi die Zn Spitzen im 
Brennpunkte zusammenstofen. 
Als Electricitätsquelle dient ein 
kleines Inductorium von 2.5 cm 
Funkenstrecke. Zur VergrôüBe- Fig. 6. 
rung der überspringenden Electricitätsmengen sind Capacitäten ZL 
angcbracht. Die Stärke des aus dem Parabol austretenden Lichtes 
beträgt etwa 16 Hefner Lampen. G ist eine Glasplatte, die vom 
Fernrobr aus in den Lichtkegel, und aus dicsem bewegt wird. An 
dem oben erwähnten Nervenmultiplicator konnte Nachts ein Strom 
von 8.10* Amp. mit Sicherheit becbachtet werden. 

Nun betrug die Stromstärke im Galvanometerkreis 1.6.107 
Amp. (200 Skalenteile (comm.); bei Kalium wurde Widerstand zu- 
geschaltet), und wurde weder bei K noch bei Na um ‘'/:°/0, das 
wir sicher hätten nachweiïisen künnen, vermehrt. 

Die Itensität des ultravioletten Lichtes, das von gelbglühenden 
Electroden ausgeht ist, wohl sicher nicht wesentlich grüBer als 
der Teil der Strahlung unserer Lichtquelle der zwischen die Elec- 
troden kam. Eine Steigerung der Temperatur der Electroden 
von Rotglut auf Gelbglut vermchrt aber den Strom um ctwa 
2000 °L. 

Finc Bestrahlung mit intensiven Rüntgenstrah- 
len, die wir hier versuchten, führte zu demselben 


ES 
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negativen Ergebnis. Folglich erscheint der SchluB berech- 
tigt, daB nicht kurzwellige Strahlung die electro- 
lytische Dissociation in der Flamme verursacht. 

4. Die Versuche von Wiedemann und Ebert!) zeigen, 
da bei relativ kalten Electroden, unabhängig von ihrem Material, 
die Leitung der Flamme sehr gering ist; weiter ist selbstver- 
ständlich, daf die an heïifen Electroden stärker erfolgende Mole- 
cularbewegung, die Jonen nicht trennen kann; die Flamme ist 
stets heifer als die Electroden. Es scheint demnach die einzig 
plausible Erklärung, um nicht mit dem Coulomb’schen Gesetz in 
Widerspruch zu geraten, doch in der citirten Bemerkung von 
Helmholtz, also in electrodynamischer Einwirkung 
zu beruhen. 

Nun geht aus der Untersuchung von Arrhenius?) hervor, 
daB die electrolytische Dissociation in der Flamme stets in Hydro- 
lyse besteht, d. h. nach der Gleichung 


KC1+HOH = HCI+K+0H 


erfolgt; hier tritt also das OH-Jon in Reaction. Aus spektral- 
analytischen Untersuchungen geht hervor, daf dem OH-Jon ganz 
hervorragende electromagnetische Resonanzerscheinungen nament- 
lich für langwellige Strahlung zukommen, die im Ultraroten ihr 
Maximum) besitzen, und bis ins electrische Gebiet hineinzureichen 
scheinen ‘). 

Wir kommen deshalb auf Grund der Helmholtz’schen Be- 
merkung in Verbindung mit der Thatsache, da8 der Dissociations- 
grad eine Function der Temperatur des Electroden ist, und des 
negativen Ausfalles des Experimentes der Bestrahlung mit ultra- 
violettem Licht, sowie der Existenz starker Resonanz des OH-Jons 
im Ultraroten dazu, daB, um den scheinbaren Widerspruch der 
dissociirenden Kraft der Flamme mit dem Coulomb'schen Gesetze 
zu umgehen, es eine plausible Annahme ist, anzunehmen, da die 
electrolytische Dissociation in der Flamme, auf der 
electromagnetischen Resonanz des OH-Jons auf ul- 
traroter Strahlung berulht. 

Also: In dem gewissermafen zufälligen Vorhandensein des 
OH-Jon und seiner electromagnetischen Eigenschaften, nicht in der 


1) Wiedemaun und Ebert, Wied. Ann. Bd. 85. 255. (1888). 

2) Arrhenius 1. c. 

8) Paschen, Wied. Ann. 53. p. 834 1894; KE. Aschkinass, Wied. Ann. 55. 1895. 
4) E. Marx, Wied. Ann. LBd. 66 1898; Dissert. Gôttingen 1898. 
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dissociirenden Kraft der Flamme, scheint uns der Grund zu liegen, 
daB der Strom in Flammengasen von polaren Molekeln, nicht an 
und für sich neutralen, wie in anderen Grasen, getragen wird. 


$ 9. Demonstration des Auftretens einseitiger Beschleunigungen 
der Jonen in Flammengasen. 


Ueber die Untersuchung der Flammenleitung im Magnetfelde, 
für welche, wie ersichtlich die Experimentalanordnung eingerichtet 
ist, haben wir hier nicht zu berichten. Das Experiment aber, das 
nach $ 2 die Ursache zu vorliegender Untersuchung bildete, liefert 
den experimentellen Beweis unseres, aus dem Potentialfall theore- 
tisch deducirten Schlusses, des Auftretens einseitiger Geschwindig- 
keitsänderungen im Potentialfall 1 bei geringer electromotorischer 
Kraft. Deshalb führen wir es hier an. 

Bringen wir die Flamme in ein Magnetfeld und bringen 2 
»secundäre Electroden“ an, so kann man qualitativ leicht den Hall- 
Effect nachweisen. Die Theorie!) lehrt, daf der Effect sowohl 
der Differenz der Wanderungsgeschwindigkeiten, als dem Poten- 
tialfall an der Stelle der Hallelectroden direct proportional ist; 
er ist ceteris paribus etwa um das 10° fache grôBer zu erwarten, 
als bei Electrolyten, bei denen man ïhn seit lange vergeblich nach- 
zuweisen sucht. 

Bei Flammengasen liegt neben manchem experimentellem die 
Schwierigkeit in folgendem: Haben wir 2 gleichtemperirte Primär- 
Electroden, so wird der Potentialfall zwischen diesen nahe gleich 
0 (Tafel 1). Dies muften wir verhüten; deshalb benutzten wir 
nach Satz IV resp. Gleichung 12) die geringere Temperatur der 
Anode als Depolarisationsmittel, indem durch Verringerung der 
freien positiven Electricität an der Kathode, das Anodengefälle 
und der Potentialfall zwischen den Electroden wuchs. 

Hier aber trat folgendes ein: Die ,Drehung“ die sich negativ 
nach der Thcorie ergicbt, ergab sich nach dem Experiment nicht nur 
nicht in dem erwarteten absoluten Betrage, sondern sogar positiv, 
blieb plôtzlich aus, nnd wurde am Ende des Experimentes negativ. 
Der Potentialfall nahe den Secundär- Electroden war unverändert 
geblichen. Also, am Anfang des Experimentes war die Anode zu 
kalt gehalten, so daB nach Gleichnng 11) die Gasrcibung nicht 
mehr ausreichte, und die positiven Jonen schneller als die nega- 
tiven wanderten. Während der langen Dauer der Messung hatte 


1) ef. z. B. KE. Riecke, Thoorie des Galvanismus nnd der Wärme, Gôttinger 
Ber. 1898, Heft 1 pag. 17 oder Wicd. Ann. 98 Bd. 66, pag. 563. 
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sich dann die Anode so weit erwärmt, daB w—v wieder negativ 
wurde. Erst die Erkenntnis, da hier Beschleuni- 
gungen auftraten und nachliefen, giebt die Erklä- 
rung; Polarisation hätte nur das Gefälle ändern, 
nicht die ,Drehung“ umkehren kônnen. 


$ 10. Zusammenfassung und Resultate. 


Die Abweichung vom Ohm'schen Gesetz, die bei geringen 
electromotorischen Kräften in Flammengasen auftritt, ist bereits 
lange bekannt. Sie wurde bisher stets als allein durch das Ein- 
setzen des Sättigungsstromes veranlafit, also nicht die Grundan- 
nahme des Gesetzes, die Proportionalität zwischen Kraft und Gre- 
schwindigkeit, verletzend, angesehen [$ 6]. Durch das Stu- 
dium der Flammenleitung im Magnetfelde wurden 
wir darauf aufmerksam [$ 2 und 9], daB neben dieser 
scheinbaren Abweichung wahre Abweichungen schon bei ge- 
ringen electromotorischen Kräften einsetzen. 

Die theoretischen Schwierigkeiten, welche sofort mit dem Ein- 
setzen von Beschleunigungen beginnen, suchten wir zu umgehtn, 
indem wir nach einem Falle suchten, welcher die Grenze zwischen 
wahrer und scheinbarer Abweïchung zu erkennen gestattete. Wir 
fanden diesen, in der Abhängigkeit des Potentialfalles 
in Flammengasen von der Temperatur der Anode 
[$ 4]. Die theoretische Behandlung, fuBend auf Schuster’s und 
namentlich J. J. Thomsons Convections-Theorie ergab aus 
diesem einen Beispiel die in folgenden Sätzen zusammengefafiten 
Resultate. 

I. Die Jonenconcentration der Flamme ist 
eine Function der Temperatur der Electroden 
und nimmt mit sinkender Temperatur ab. 

IL Sinkt die Temperatur der Anode unter 
eine gewisse Grenze, so erleidet das positiveJon 
Beschleunigungen, die so grofi werden, daf die 
unter annähernd gleichem Potentialfall zurück- 
gelegten Strecken annähernd gleich werden. Bei 
noch tiefer werdender Temperatur, dreht sich 
das Verhältnis der Strecken um. 

Hierdurch war die ($ 9) vermutete Existenz einseitig auf- 
tretender Beschleunigungen erwiesen, und wir versuchten aus 
kinetischen Vorstellungen die Grenzen des Einsetzens zu be- 
stimmen. Hierbei sind 2 unabhängige Variable, welche die Be- 

Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1900. Heft 1. D 
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schleunigungen herbeïführen, zu unterscheiden; Kraft und Tempe- 
ratur. Wir bestimmten die Kraft bei constanter Temperatur und 
kamen [$ 6 B] zu dem nunmebr unabhängig von der Tem- 
peratur giltigen Resultat. 

II. Bei gleich temperirten Electroden sind 
schon bei Potentialdifferenzen von 2 Volt Be- 
schleunigungen dernegativenJonen zuerwarten. 
Nach diesem Excurs kehrten wir zu dem gewählten Beispiele 

zurück. Die Integration der Poisson’schen Gleichung lieferte aus 
dem Potentialverlauf die GrüBe der freien Electricität an den 
Electroden in absolutem MaaB. Sofort war ersichtlich 

IV. Die GrôBe der freien positiven Electri- 
cität an der Kathode nimmt ab, wenn die Tempe- 
ratur der Anode sinkt. Gleichzeitig nimmt die 
freie negative Electricität an der Anode zu. 

Wir zeigten, daB aus Satz I und IV notwendig folgt 

V. Der Dissociationsgrad der Flamme für die 
positive resp. negative Jonenart ist wesentlich 
bedingt durch die Temperatur der betreffenden 
Electrode. Eine von Herrn Wilson zuerst vertretene 
Hypothese. 

Satz V lieferte uns eine äuferst empfindliche Methode, die 
Isothermen in der Flamme zu bestimmen. Aus V folgte streng 

VI. In der Flamme liegen die Stellen fehlen- 
der unipolarer Leitung auf Isothermen. 

Nachdem wir diese Sätze aus der Discussion des gewählten 
Falles erhalten hatten, benutzten wir sie dazu die Experimental- 
anordnung so zu treffen, da wir wahre Abweichungen vom Obm’- 
schen Gesetze vermieden, und bestimmten aus dem Poten- 
tialfall die GrôBenordnung der Wanderungsge- 
schwindigkeiten [$ 7], der den Electricitätstrans- 
port übernehmenden Jonen. 

$ 8 enthält einen Excurs über die Ursache der electrolytischen 
Dissociation. Die von Arrhenius erwiesene Thatsache, daf die 
Dissociation in der Flamme clectrolytisch ist, steht in schein- 
barem Widerspruch mit dem Coulomb'schen Gesetz und erfordert 
eine plausible Erklärung. 

Anknüpfend an eine Bemerkung in Helmholtz' Vorlesungen 
erschien uns der Umstand, da die clectrolytische Dissociation stets 
in Hydrolyse besteht, gecignet eine solche darin zu suchen, daf 
die electrolytische Dissociation der Flamme durch 
die clectromagnetische Resonanz des OH-Jons auf 
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ultrarote Strahlung bedingt ist, demnach dem gewisser- 
mafen zufälligen Vorhandensein des OH -Jons und seines electro- 
magnetischen Eigentones, nicht der dissociirenden Kraft der Flamme 
sein Entstehen verdankt. 

Auf negative Resultate einen EinfluB des ultravioletten Lichtes 
oder der Rôüntgenstrahlen auf die Dissociation zu finden, wurde 
hingewiesen. 

Zum SchluB ($ 9) diente uns das Experiment, welches uns zu 
dieser Untersuchung des Auftretens einseitiger Beschleunigungen 
der Jonen in Flammengasen veranlaft hatte, die Umkehr der 
electromagnetischen ,Drehung“ im Magnetfelde, dazu 
das Auftreten und Nachlassen von Beschleunigungen 
der positiven Jonen bei wachsender Temperatur 
der Anode direct zu demonstriren. 

In $ 3 beschrieben wir unsere Apparate. 


Begonnen wurden diese Untersuchungen im Physic. Institut 
in Kiel, wo ich als Assistent angestellt war. In den Ferien 1898 
fortgesetzt in Stockholms Hochschule. Herrn Professor S. Arrhe- 
nius, der mir mit grôBter Liebenswürdigkeit und Liberalität die 
notwendigen Apparate zur Verfügung stellte, habe ich ganz be- 
sonders zu danken, daB er mir Platz und Mittel für diese Unter- 
suchungen weit über die erbetene Zeit überlassen hat. 


Stockholm, 5. Februar 1900. 
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Zur Frage nach der Hydratation gelôster 
Substanzen. I. 


Von 
W. Nernst. 


Vorgelegt in der Sitzung am 3. März 1900. 


Ob bei der Auflüsung eine Verbindung zwischen dem Lôsungs- 
mittel und der gelôsten Substanz stattfindet, ist bekanntlich eine 
offene Frage; die Methoden der Molekulargewichtsbestimmung 
versagen, wenn es sich um die Ermittelung z. B. der Wasser- 
mengen handelt, die eine in Wasser gelüste Substanz zu binden 
vermag. 

Die Spekulationen über diesen Gegenstand haben entsprechend 
ganz verschiedene Wege eingeschlagen; während die gewühnliche 
Lôsungstheorie von einer Hydratation absieht, nehmen einzelne 
Forscher !) eine bisweilen sehr weitgehende Bindung des Wassers 
seitens der gelüsten Substanz an. 

Nun ist klar, daB in schr verdünnten Lôsungen der Einfluf 
etwaiger Hydratation auf die bisher theoretisch behandelten Er- 
scheinungen immer mehr mit der Verdünnung zurücktritt, und daf 
daher die neucre Lüsungstheorie, deren Gesetze sich ja vorwiegend 
auf sehr verdünnte Lüsungen erstrecken, vollkommen berechtigt 
war, bei der Behandlung der elektrischen Leitfähigkcit, der Diffu- 
sion, der elcktromotorischen Wirksamkeit etc. von einer etwaigen 
Hydratation abzuschn. Dabei blich nun aber, wie wiederholt 
betont, *) das Problem durchaus bestchn, einen Einblick in den 
Hydratationszustand gelüster Substanzen zu erhalten. 

1) Vgl. x. B. Mendelejeff, Zeitschr. physik. Chem. 1 273 (1887); Pickcring, 
ibid. 6 10 (1890). 

2) Vgl. z. B. Nernst, Thcorct, Chemie IL Autl. S. 430. 
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Während, wie schon bemerkt, Untersuchungen des osmotischen 
Drucks oder überhaupt des Gleichgewichts in Lüsungen keinen 
Aufschluf zu gewähren scheinen, liegt die Sache offenbar günstiger, 
wenn man dynamische Erschcinungen betrachtet. Wenn näm- 
lich der gelüste Stoff im Lüsungsmittel sich verschiebt, so wird 
gleichzeitig das Wasser, das er gebunden enthält, an der Wanderung 
theilnehmen und es fragt sich nur, ob diese Wanderung der ex- 
perimentellen Untersuchung zugänglich gemacht werden kann. 
Dies ermüglicht sich nun offenbar in der Weise, da man dem 
Wasser eine dritte Substanz zusetzt; wird durch eine Bewegung 
des gelüsten Stoffes gleichzcitig Wasser mitgeführt, so mu sich 
das Verhältnis des Wassers zu der gleichsam als Indikator zu- 
gesetzten dritten Substanz ändern. 

Eine Wanderung des gelüsten Stoffes läft sich nun durch 
Diffusion und durch Elektrolyse besonders leicht erzielen; wir 
sehen also, daB Untersuchungen über Diffusion und Jonenwanderung 
die Hydratation zu ermitteln gestatten, wenn eine dritte Substanz 
dem Lüsungsmittel zugesetzt wird. Selbstverständlich darf diese 
hinzugesetzte Substanz keine Bindung mit der wandernden Sub- 
stanz eingehen; hierüber aber geben ja die gewühnlichen Methoden 
der Molekulargewichtbestimmung leicht Aufschluf. 

Bei der Untersuchung binärer vüllig dissociirter Elektrolyte 
liefert die Diffusionsmethode die Samme, die Ueberführungsmethode 
die Differenz der von den beiden Ionen mitgeführten Wasser- 
mengen; hier ergänzen sich also die beiden Methoden. 

Die folgenden beiden Abhandlungen sind von dem dargelegten 
Gesichtspunkte aus entstanden; es sei schon hier das hauptsäch- 
lichste Resultat angegeben, daB nämlich die Hydratation 
gelüster Stoffe im Allgemeinen entweder fehlt oder 
jedenfalls nur sehr geringfügig sein kann. 
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Yon 
H. Lotmar. 


Mit einer Textfigur. 


Vorgelegt von Herrn W. Nernst in der Sitzung am 3. März 1900. 


Diffundirt ein gelôster Kürper, so wird er, wenn er hydrati- 
sirt ist, vom Ausgangspunkte der Diffusion Lüsungsmittel fort- 
führen an die Stellen, an die er sich hinbewegt. Dieses Wandern 
des Lüsungsmittels kann kenntlich gemacht werden durch Auf- 
lôsung eines zweiten Stoffes, eines Indicators, in der Flüssigkeit, 
der sich vor dem Versuche überall in gleicher Concentration vor- 
findet; nach dem Versuche werden durch die Wanderung des an 
den ersten Kôrper gebundenen Lüsungsmittels Concentrations- 
unterschiede des Indicators bewirkt sein, aus denen in einfacher 
Weise die Menge des an ein Molekül wandernden Stoffes ge- 
bundenen Lüsungsmittels berechnet wird. Nun ist zu erinnern, 
daB nach den Anschauungen von Stefan die Diffusion in nicht sehr 
verdünnten Lüsungen ein zusammengesetzter Vorgang ist), das 
heifit, der Ausgleich der Concentrationsunterschiede wird vom ge- 
lüsten Stoffe in der einen Richtung, vom Lüsungsmittel in der 
entgegengesetzten Richtung besorgt. Diese Erscheinung wird in 
entgegengesetzter Richtung wie das Hydratationsphaenomen 
wirken; sie wird ein Zuwandern des Lüsungsmittels an den Orten 
veranlassen, wo dieses cin Wegwandern desselben hervorruft. 

Da es sich bei den zu beschreibenden Versuchen nur um 
Feststellung des Verhältnisses wandernden gelüsten Stoffes und 


1) worauf mich in freundlicher Weise Herr Geheimrat Tollens zucrst auf- 
merksam machte. — vgl. Monatshefte f. Chemic X, p. 207/208 (1889). 


H. Lotmar, zur Frage nach der Hydratation gelôster Substanzen. IL 71 


wandernden Lüsungsmittels handelte, konnte von der Anwendung 
des von Scheffer und dann von den meiïsten Experimentalosen im 
Diffusionsgebiete mit geringen Abänderungen benutzten Apparates!), 
der immerhin complizirt ist, abgesehen werden. In ein cylindrisches, 
unten verjüngtes und mit Glashahn versehenes Glasrohr 
von ca. b0 ccm Inhalt wurden 10 cem der schwereren 
Lôsung gebracht, hierauf eine Korkscheïbe gelegt und 
schlieflich aus einer aufgesetzten, mit Glashahn ver- 
sehenen Pipette, das Lüsungsmittel (ca. 35 ccm) tropfen- 
wcise darüber geschichtet. Unter ,Lüsungsmittel“ ist 
natürlich die Auflüsung des Indicators in Wasser zu ver- 
stehen, welches diesen in gleicher Concentration wie 
die ,Lüsung“ enthält, (welche auBerdem den diffun- 
direnden Kôürper enthält). Es bildet sich eine scharfe 
Trennungsfläche der Flüssigkeiten. Auf die Anwendung 
gut eingeschliffener Glashähne ist Gewicht zu legen, 
da hierdurch die bei der Handhabung des Apparates 
erfolgende Erschütterung auf das kleinste MaaB redu- 
cirt wird. Schlieflich ist Verpackung der Apparate in 
Watte und Aufstellung in einem Raum müglichst con- 
stanter Temperatur zu erwähnen. 

Was die Bestimmung der Zusammensetzung der 
Lüsung vor und nach dem Versuch betrifft so empfehlen 
sich, da eine Anzahl gleichartiger Analysen vorzu- 
nehmen sind, besonders titrimetrische Methoden. Was 
den diffundirenden Kôrper anbelangt — in den folgenden 
Versuchen Buttersäure, Essigsäure, Borsäure, Silbernitrat — so 
ist die Genauigkeit der Titration dieser Stoffe mit !/100 Normal- 
kali (Phenolphtaleïn als Indicator) resp. !/10 - Normalrhodanammon- 
lüsang eine vollständig genügende; ja selbst die Versuche mit 
zweifachnormaler Essigsäure, bei denen wegen Anwendung stärkerer 
Kalilauge zur Neutralisation und Gegenwart von Silbernitrat der 
Farbenumschlag undeutlicher, die Versuchsfehler bedeutender sind, 
sind brauchbar, da die Rechnung zeigt, daf selbst ein grüferer 
Fehler bei dieser Bestimmung als der gemachte auf das Schluf- 
resultat nicht von Einflu ist. Am wichtigsten für das Resultat 
ist die bei der Concentrationsbestimmung des Indicators er- 
zielte Genauigkeit; wird Silbernitrat als solcher angewandt, so 
leistet die exakte Volhard’sche Titrationsmethode hierin Genügendes. 
Immerbin ist zu bemerken, daB die Genauigkeit der Versuche, in 


1) Zeitschr. f. physikal. Chemie IT, 390 (1888). 
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denen Silbernitrat 0,15 normal mit ‘40 normal Rhodanammon ti- 
trirt wurde eine geringere ist als diejenige der Versuche, in 
denen die Bestimmung von Silbernitrat 0,5 normal mit ‘/10 normal 
- Rhodanammon durchgeführt wurde. Bei den Diffusionsversuchen 
mit Silbernitrat fungirte Propionsäure als Indicator. Die Be- 
stimmung der Borsäure geschah — nach einer Methode von Va- 
dam) — nach Zusatz von Mannitlôsung durch Titration der 
entstehenden einbasischen Mannitborsäure mit Natronlauge. SchlieB- 
lich war zu untersuchen, ob die Gegenwart grüfierer oder ge- 
ringerer Säuremengen (Essigsäure, Buttersäure u.s. w.) auf den 
Eintritt des Farbenumschlags der Volhard'schen Methode von Ein- 
fluf ist; der Versuch entschied, wie zu erwarten, da ein solcher 
Einfluf nicht merkbar ist. Die folgenden Ergebnisse wurden er- 
halten: 

Borsäure, ca. ‘2 normal. 

Zusammensetzung der Lôüsung. 


Auf 0.1000 gr. Silbernitrat kommen : 


Borsäure Wasser 
LE 0.1201 gr 4,127 
2 0.1205 4,139 
ae 0.1196 4,140 
4, 0.1191 4.131 
Mittel: 0.1198 gr 4.134 gr 


0.4674 gr — Moleküle Borsäure. 
0.1421 gr — Moleküle Silbernitrat. 


Versuch 1. 
Analysirte Menge: 6.3793 gr. 


Zusammensetzung der Lôüsung 


auf 1000 gr Wasser 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1474 gr Silbernitrat 0.1474 gr 
0.1770 gr Borsäure 0.0962 gr 
CHU ET Wasser 6.136 gr 


weggewanderte Borsäure: 0.0808 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.029 gr 
Mit 1 Molckül Borsäure wandern — 1,2 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbcrnitrat bezogen sind gewandert 0.0548 gr 
Borsäure. 
Dauer der Diffusion: 6 Tage. 
Temperatar: 12,8° bis 14,1° 


D J.Pharm. Chim. [6] 8, 109—111. 1/8; ref. Chem. Centralbl. 1898, II, 678. 
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Versuch 2. 
Analysirte Menge: 7.0970 gr. 
Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1650 gr Silbernitrat 0.1650 gr 
0.1977 gr Borsäure 0.1083 gr 
6.821 gr Wasser 6.824 gr 


weggewanderte Borsäure: 0.0894 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.003 gr 
Mit 1 Molekül Borsäure wandern O0 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 00542 gr 
Borsäure. 
Dauer der Diffusion: 6 Tage. 
Temperatur: 12,82 bis 14,1°. 
Versuch 3. 
Analysirte Menge: 7.6232 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1770 gr Silbernitrat 0.1770 gr 
0.2121 gr Borsäure 0.1417 gr 
7.318 gr Wasser 7.305 gr 


weggewanderte Borsäure: 0.0704 gr 
weggewandertes Wasser: 0.013 gr 
Mit 1 Molekül Borsäure wandern 0.6 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0397 gr 
Borsäure. 
Dauer der Diffusion: 5 Tage. 
Temperatur: 12,8° bis 15,1°. 
Versuch 4. 
Analysirte Menge: 7.6035 gr. 
Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1768 gr Silbernitrat 0.1768 gr 
0.2118 gr Borsäure 0.1377 gr 
7.309 gr Wasser 7.289 gr 


weggewanderte Borsäure: 0.0741 gr 
weggewandertes Wasser: 0.020 gr. 
Mit 1 Molekïül Borsäure wandern 0.9 Molekïüle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0419 gr 
Borsäure. 
Dauer der Diffusion: b Tage. 
Temperatur : 12,8° bis 15,1°. 
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| Versuch b. 
Analysirte Menge: 8.7393 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.2026 gr Silbernitrat 0.2026 gr 
0.2427 gr Borsäure 0.1276 gr 
8.375 gr Wasser 8.409 gr 


weggewanderte Borsäure: 0.1151 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.034 gr. 
Mit 1 Molekül Borsäure wandern — 1,0 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0568 gr 
Borsäure. 
Dauer der Diffusion: 9 Tage. 
Temperatur : 12,8° bis 16,1°. 


Versuch 6. 


Analysirte Menge: 8.3686 gr. 
Zusammensetzung der Lôüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1938 gr Silbernitrat 0.1938 gr 
0.2322 gr Borsäure 0.1149 gr 
8.013 gr Wasser 8.060 gr 


weggewanderte Borsäure: 0.1173 gr 
weggewandertes Wasser : — 0.053 gr. 
Mit 1 Molekül Borsäure wandern — 2,1 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0605 gr 
Borsäure. 
Dauer der Diffusion: 9 Tage. 
Temperatur: 12,8° bis 15,1°. 


Silbernitrat, ca. ‘ normal. 
Zusammensetzung der Lüsung. 
Auf 0.1000 gr Propionsäure kommen: 


Silbernitrat Wasser 

É 0.2651 gr 3.096 gr 
2: 0.2650 3.083 
.. 0.2651 3.094 
4. 0.2656 3.096 
5. 0.2654 3.097 

Mittel: 0.2652 gr 3.093 gr 


0.5044 gr Molekiüle Silbernitrat. 


Ts LUE Use 
auf 1000 gr Wasser kommen 0.4369 gr Molekiüle Propionsäure. 
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Versuch 1. 
Analysirte Menge: 7.2117 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.2121 gr Propionsäure 0.2121 gr 
0.5626 gr Silbernitrat 0.3067 gr 
6.561 gr Wasser 6.693 gr 


weggewandertes Silbernitrat: 0.2559 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.132 gr. 
Mit 1 Molekül Silbernitrat wandern — 4,9 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Propionsäurc bezogen sind gewandert 0.1206 gr 
Silbernitrat. 
Dauer der Diffusion: 6 Tage. 
Temperatur : 13,8° bis 14,b°. 
Versuch 2. 
Analysirte Menge: 7,0955 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.2083 gr Propionsäure 0.2083 gr 
0.5525 gr Silbernitrat 0.3041 gr 
6.444 gr Wasser 6.583 gr 


weggewandertes Silbernitrat : 0.2484 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.139 gr. 
Mit 1 Molekül Silbernitrat wandern — 5,3 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Propionsäure bezogen sind gewandert 0.1192 gr 
Silbernitrat. 
Dauer der Diffusion: 6 Tage. 
Temperatur: 13,82 bis 14,5°. 
Versuch 3. 

Analysirte Menge: 6.0182 gr. 


Zausammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1760 gr Propionsäure 0.1760 gr 
0.4668 gr Silbernitrat - 0.2409 gr 
5.445 gr Wasser 5.601 gr 
weggewandertes Silbernitrat : 0.2259 gr 
weggewandertes Wasser: —0.156 gr. 


Mit 1 Molekül Silbernitrat wandern — 6,5 Molcküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Propionsäure bezogen sind gewandert 0.1284 gr 
Silbernitrat. 
Dauer der Diffusion: 8°4 Tage. 
Temperatur : 13,3° bis 14,5°. 
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Versuch 4. 
Analysirte Menge: 7.8674 gr. 
Zusammensetzung der Lôüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.2321 gr Propionsäure 0.2321 gr 
0.6154 gr Silbernitrat 0.3135 gr 
7.178 gr Wasser 7.322 gr 


weggewandertes Silbernitrat: 0.8019 gr 
weggewandertes Wasser: —0.144 gr. 
Mit 1 Molekül Silbernitrat wandern — 4,5 Molekiüle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Propionsäure bezogen sind gewandert 0.1301 gr 
Silbernitrat. 
Dauer der Diffusion: 8°4 Tage. 
Temperatur ; 13,3° bis 14,5°. 
Versuch 5. 
Analysirte Menge: 8.343 gr. 
Zusammensetzung der Lôüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.2468 gr Propionsäure 0.2468 gr 
0.6546 gr Silbernitrat 0.2990 gr 
7.635 gr Wasser 7.797 _gr 


weggewandertes Silbernitrat: 0.383556 gr 
weggewandertes Wasser: —0.162 gr. 
Mit 1 Molekül Silbernitrat wandern — 43 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr. Propionsäure bezogen sind gewandert 01441 gr 
Silbernitrat. 
Dauer der Diffusion: 11*/4 Tage. 
Temperatur: 13,3° bis 14,1°. 
Versuch 6. 
Analysirte Menge: 8.5426 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.2548 gr Propionsäure 0.2548 gr 
0.7386 gr Silbernitrat 0.2785 gr 
7.880 gr Wasser 8.009 gr 


weggewandertes Silbernitrat: 0.4601 gr 
weggewandertes Wasser: —0.129 gr. 
Mit 1 Molekül Silbernitrat wandern —2,6 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Propionsäure bezogen sind gewandert 0.1806 gr 
Silbernitrat. 
Dauer der Diffusion: 11/4 Tage. 
Temperatur: 13,3° bis 14,1°. 
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Buttersäure, ca. ‘} normal. 
Zusammensetzung der Lüsung. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat kommen : 


Buttersäure Wasser 

L 0.2350 gr 3.998 gr 
2. 0.2331 3.980 
3. 0.2316 3.951 
4, 0.2326 8.956 
5. 0.233832 3.980 

Mittel : 0.2331 gr 3.973 gr 


0.6724 gr Moleküle Buttersäure. 


Deer Emuen 0.1481 gr Moleküle Silbernitrat. 


Versuch 1. 
Analysirte Menge: 7.2334 gr. 
Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1724 gr Silbernitrat 0.1724 gr 
0.4019 gr Buttersäure 0.1922 gr 
6.851 gr Wasser 6.869 gr 


weggewanderte Buttersäure : 0.2097 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.018 gr. 
Mit 1 Molekül Buttersäure wandern —0,4 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.1216 gr 
Buttersäure. 
Dauer der Diffusion: 11 Tage. 
Temperatur: 12,1° bis 14,15°. 


Versuch 2. 
Analysirte Menge: 7.7958 gr. 


Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1858 gr Silbernitrat 0.1858 gr 
0.4331 gr Buttersäure 0.2191 gr 
7.380 gr Wasser 7.891 gr 


weggewanderte Buttersäure : 0.2140 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.011 gr. 
Mit 1 Molekül Buttersäure wandern —0,3 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.1152 gr 
Buttersäure. 
Dauer der Diffusion : 11 Tage. 
Temperatur : 12,1° bis 14,15°. 
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Versuch 3. 
Analysirte Menge: 8.0862 gr. 
Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1932 gr Silbernitrat 0.1932 gr 
0.4504 gr Buttersäure 0.2065 gr 
7.675 gr Wasser 7.687 gr 


weggewanderte Buttersäure: 0.2439- gr 
weggewandertes Wasser: — 0.012 gr. 
Mit 1 Molekül Buttersäure wandern — 0,2 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.1262 gr 
Buttersäure. 
Dauer der Diffusion: 1054 Tage. 
Temperatur: 12.15° bis 14,15°. 
Versuch 4. 
Analisyrte Menge: 8.3896 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.2004 gr Silbernitrat 0.2004 gr 
0.4671 gr Buttersäure 0.2576 gr 
7.692 gr Wasser 7.932 gr 


weggewanderte Buttersäure : 0.209 gr 
weggewandertes Wasser : 0.030 gr. 
Mit 1 Molekül Buttersäure wandern 0,7 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.1045 gr 
Buttersäure. 
Dauer der Diffusion: 10/4 Tage. 
Temperatur: 12,152 bis 14,159. 
Versuch b. 
Analysirte Menge: 6.5690 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1549 gr Silbernitrat 0.1549 gr 
0.3610 gr Buttersäure 0.2944 gr 
6.156 gr Wasser 6.120 gr 


weggewanderte Buttersäure : 0.0666 gr 
weggewandertes Wasser: 0.036 gr. 
Mit 1 Molekül Buttersäure wandern 2,6 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0430 gr 
Buttersäure. 
Dauer der Diffusion: 3/4 Tage. 
Temperatur : 14,5° bis 15,1°. 
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Versuch 6. 
Analysirte Menge: 6.2464 gr. 


Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.1462 gr Silbernitrat 0.1462 gr 
0.3407 gr Buttersäure 0.2809 gr 
5.809 gr Wasser 5.819 gr 


weggewanderte Buttersäure: 0.0598 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.010 gr. 
Mit 1 Molekül Buttersäure wandern —0,8 Moleküle Wasser. 
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Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0409 gr 


Buttersäure. 
Dauer der Diffusion: 31/4 Tage. 
Temperatur: 14,5° bis 15,1°. 


Essigsäure, ca. ‘/; normal. 
Zusammensetzung der Lüsung. 


Auf 0.1000 gr Silbernitrat kommen: 


Essigsäure Wasser 

1. 0.0415 gr 1.138 gr 
2. 0.0415 1.133 
3. 0.0417 1.136 
4, 0.0415 1.137 

Mittel: 0.04155 gr 1.136 gr 


auf 1000 gr Wasser kommen 0.6093 gr Moleküle Essigsäure. 


0.5178 gr Moleküle Silbernitrat. 


Versuch 1. 
Analysirte Menge: 7.8354 gr. 


Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.6192 gr Silbernitrat 0.6192 gr 
0.2571 gr Essigsäure 0.1246 gr 
7.034 gr Wasser 7.092 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.1335 gr 

weggewandertes Wasser : — 0.058 gr. 

Mit 1 gr Essigsäure wandern —0.4345 gr Wasser. 

Mit 1 Molckül Essigsäure wandern — 1,4 Molcküle Wasser. 


Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert U.U216 gr 


Essigsäure. 
Dauer der Diffusion: 9 Tage. 
Temperatur : 13,3° bis 13,8°. 
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Versuch 2. 
Analysirte Menge : 8.3698 gr. 
Zusammensetzung der Lôüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.6629 gr Silbernitrat 0.6629 gr 
0.27583 gr  Essigsäure 0.1190 gr 
7.530 gr Wasser 7.588 gr 


weggewanderte Essigsäure : 0.1563 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.058 gr 
Mit 1 gr Essigsäure wandern —0.3711 gr Wasser. 
Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 1,2 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0236 gr 
Essigsäure. 
Dauer der Diffusion: 11 Tage. 
Temperatur: 13,3° bis 14,12. 
Versuch 8. 
Analysirte Menge: 8.9998 gr. 
Zusammensetzung der Lôüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.7125 gr Silbernitrat 0.7125 gr 
0.2959 gr Essigsäure 0.1282 gr 
8.094 gr Wasser 8.159 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.1677 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.065 gr. 
Mit 1 gr Essigsäure wandern - 0.3876 gr Wasser. 
Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 1,3 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0235 gr. 
Essigsäure. 
Dauer der Diffusion: 11 Tage. 
Temperatur: 13,3° bis 14,1° 
Essigsäure, ca 1 normal. 
Zusammensetzung der Lüsung. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat kommen: 


Essigsäure Wasser 

1. 0.0712 gr 1.183 gr 
2. 0.0712 1.181 
8. 0.0711 1.180 
4, 0.0708 1.179 
b. 0.0708 1.178 

Mittel 0.0710 gr 1.180 gr 


1.008 gr — Moleküle Essigsäure. 


auf 1000 gr Wasser kommen 0.4985 gr — Moleküle Silbernitrat,. 
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Versuch 1. 
Analysirte Menge: 6.7494 gr. 
Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.5066 gr Silbernitrat 0.5066 gr 
0.3597 gr Essigsäure 0.2054 gr 
5.978 gr Wasser 6.037 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.1543 gr 

weggewandertes Wasser: — 0.059 gr. 

Mit 1 gr Essigsäure wandern —0.3824 gr Wasser. 

Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 1,8 Molekiüle Wasser. 

Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0805 gr Essig- 


Dauer der Diffusion: 5 Tage. [säure. 
Temperatur : 13,8° bis 14,52. 
Versuch 2. 


Analysirte Menge: 9.3136 gr. 
Zusammensetzung der Lôüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.6979 gr Silbernitrat 0.6979 gr 
0.4955 gr Essigsäure 0.3175 gr 
8.236 gr Wasser 8.298 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.1780 gr 

weggewandertes Wasser : — 0.062 gr. 

Mit 1 gr Essigsäure wandern — 0.3483 gr Wasser. 

Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 1,2 Moleküle Wasser. 

Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0255 gr Essig- 


Dauer der Diffusion: 5 Tage. [säure. 
Temperatur : 13.8° bis 14,b°. 
Versuch 3. 


Analysirte Menge : 6.4002 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.4818 gr Silbernitrat 0.4818 gr 
0.3421 gr Essigsäure 0.1692 gr 
5.685 gr Wasser 5.748 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.1729 gr 

weggewandertes Wasser: — 0.063 gr. 

Mit 1 gr Essigsäure wandern —0.3644 gr Wasser. 

Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 1,2 Moleküle Wasser. 

Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0359 gr Essig- 
Dauer der Diffusion: 8 Tage. [säure. 
Temperatur: 13,3° bis 14,2°. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1900. Hoft 1. 6 
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Versuch 4. 
Analysirte Menge: 7,1759 gr. 
Zusammensetzung der Lôsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.538356 gr Silbernitrat 0.5356 gr 
0.3803 gr Essigsäure 0.2459 gr 
6.320 gr Wassser 6.394 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.1344 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.074 gr. 
Mit 1 gr Essigsäure wandern: — 0.5506 gr Wasser. 
Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 1,8 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0251 gr 
Essigsäure. 
Dauer der Diffusion : b°/4 Tage. 
Temperatur : 13,3° bis 13,90, 


Essigsäure, ca. 2 normal. 
Zusammensetzung der Lüsung 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat kommen: 


Essigsäure Wasser 

1. 0.1580 gr 1.138 gr 
2. 0.1564 1.144 
3. 0.1571 1.141 
4. 0.1593 1.136 

Mittel: 0.1577 gr 1.140 gr 


2.306 gr Moleküle Essigsäure. 
0.5160 gr Moleküle Silbernitrat. 
Versuch 1. 
Analysirte Menge : 7.2852 gr. 
Zusammensetzung der Lüsung 


auf 1000 gr Wasser kommen 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.6015 gr Silbernitrat 0.615 gr 
0.8698 gr Essigsäure 0.3647 gr 
6.288 gr Wasser 6.369 gr 


weggewanderte Essigsäure : 0.5051 gr 
weggewandertes Wasser : —0.081 gr. 
Mit 1 gr Essigsäure wandern — 0.1604 gr Wasser. 
Mit 1 Molckül Essigsäure wandern — 0,5 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0916 gr 
Essigsäure. 
Dauer der Diffasion: 10 Tage. 
Temperatur: 13,8 Lis 14,1°, 
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Versuch 2. 
Analysirte Menge: 8.0632 gr. 
Zusammensetzung der Lüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.6081 gr Silbernitrat 0.6081 gr 
0.9589 gr Essigsäure 0.4438 gr 
6.932 gr Wasser 7.011 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.151 gr 
weggewandertes Wasser: — 0.079 gr. 
Mit 1 gr Essigsäure wandern — 0.1534 gr Wasser. 
Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 0.5 Moleküle Wasser. 
Auf 0.1000 gr Silbernitrat bezogen sind gewandert 0.0847 gr 
Essigsäure. 
Dauer der Diffusion: 10 Tage. 
Temperatur : 18,3° bis 14,1°. 


Versuch 3. 
Analysirte Menge: 8.4057 gr. 
Zusammensetzung der Lôüsung 


vor dem Versuch nach dem Versuch 
0.6329 gr Silbernitrat 0.6329 gr 
0.9981 gr Essigsäure 0.4691 gr 
7.215 gr Wasser 7.304 gr 


weggewanderte Essigsäure: 0.5290 gr 

weggewandertes Wasser: — 0.089 gr. 

Mit 1 gr Essigsäure wandern — 0,1682 gr Wasser. 

Mit 1 Molekül Essigsäure wandern — 0,6 Moleküle Wasser. 
Dauer der Diffusion: 10 Tage. 
Temperatur: 13,3° bis 14,1°. 


Zusammenstellung der Resultate. 


Borsäure, ca. !/: normal. 


gewanderte Borsäure, pro 1 Molekül Borsäure 
auf 0,1 gr Indicator bezogen: wandern Moleküle Wasser : 

0.0397 gr +0.6 
0.0419 +0.9 
0.0542 0 

0.0548 —12 
0,0568 —1.0 
0.0605 29 1 
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Buttersäure, ca. !/2 normal. 


gewanderte Buttersäure, pro 1 Molckül Buttersäure 
auf 0,1 gr Indicator bezogen: wandern Moleküle Wasser: 
0.0409 gr — 0.8 
0.0430 + 2.6 
0.1045 + 0.7 
0.1152 — 0.2 
0.1216 sa — 04 
0.1262 — 0.2. 
Silbernitrat, ca. !/: normal. 
gewandertes Silbernitrat, pro 1 Molekül Silbernitrat 
auf 0.1 gr Indicator bezogen: wandern Moleküle Wasser : 
0.1192 gr se 
0.1206 — 4,9 
0,1283 — 6.5 
0.1301 — 4.5 
0.1441 — 4,3 
0,1806 — 2.6. 
Essigsäure gewanderte Essigsäure pro 1 Molekül Essigsäure 
ca. ca. auf 0.1 gr Indicator bezogen wandern Moleküle Wasser 
1/2 normal 3°/o 0.0216 gr —1.4 
1 ax SU 0.0235 a 
M 39/0 0.0236 — 1.2 
0h 00251 18 
de CU 0.0255 12 
LYS ee 60 0.0305 ip 
10 M0 0.0359 0 
2 , 12% 0.0836 — 0.6 
DEAVAEe 00) 0,0847 an À Us 
2 , … I7h 0.0916 — 0.6. 


Zunächst ergibt sich, da durch diese Versuche die von Men- 
delejeff, dann von Pickering gemachte Annahme bedeutender Hy- 
dratation gelüster Stoffe nicht bestätigt wird; bei allen Ver- 
suchen ist die Molekülzahl wandernden Lôüsungsmittels eine sehr 
geringe,. 

Es zeigt sich, daf wenn 1 Molekül Silbernitrat bezw. Essig- 
säure diffundirt, eine Anzahl Moleküle Wasser in entgegengesetzter 
tichtung wandert, das heifit die bereits besprochene Diffusion des 
Lüsungsmittels überwiegt die etwa vorhandene Hydratation. Es 
ist zu vermuten, da ähnliche Resultate sich auch für Borsäure 
und für Buttersäure ergeben, da diese letzteren Versuche aus be- 
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reits angeführtem Grunde (geringere Concentration des Indicators, 
daher geringere Titrationsgenauigkeit desselben) weniger Gewicht 
haben, Ferner zeigen die mit Essigsäure in verschiedener An- 
fangsconcentration vorgenommenen Versuche mit Zunahme der 
anfänglichen Essigsäureconcentration eine Abnahme der in ent- 
gegengesetzter Richtung diffundirenden Wassermenge, während 
die Theorie eine Zunahme der letzteren vorsieht. Das Massen- 
wirkungsgesetz liefert für sehr verdünnte Lüsungen die Beziehung 
der Unabhängigkeit des hydratisirten Anteils von der Concentra- 
tion’), gibt allgemein jedoch keine Auskunft über Ab- oder 
Zunahme der Hydratation bei Concentrationsänderung concentrirterer 
Lüsungen. Zulässig wäre daher zur Erklärung der bei Essig- 
säure gemachten Erfahrungen die Annahme einer bei Essigsäure 
vorhandenen Hydratation, die mit Wachsen der Concentration 
steigt. 

Ist nun auch nicht das bei Beginn dieser Untersuchung vor- 
schwebende Ziel einer abschliefenden Bestimmung der Hydratation 
gelôster Kôrper erreicht, so kônnen wir doch als Ergebnisse die 
folgenden namhaft machen. ŒÆErstens: Essigsäure, Buttersäure, 
Borsäure, Silbernitrat verbinden sich, in Wasser gelôst, entweder 
nicht mit dem Lüsungsmittel oder nur mit einer sehr geringen 
Molekülzahl desselben. Zweitens: durch den Versuch ist nach- 
gewiesen, da in nicht sehr verdünnten Lôüsungen das Lôüsungs- 
mittel an der Diffusion sich beteiligt. 


1) Vgl. Nernst, Theoret. Chemie 2, 491/492. 


Zur Frage nach der Hydratation gelôster 
Substanzen. IIL. 


Von 
C. C. Garrard und E. Oppermaun. 
Mit einer Textfigur. 


Vorgelegt von Herrn W. Nernst in der Sitzung am 3. Mürz 1900. 


.. Fügt man zu der Lôsung eines Electrolyten einen Nichtelectro- 
lyt, so muB nach dem Stromdurchgang, wenn thatsächlich Wasser 
mit den Jonen überführt wird, eine Koncentrationsänderung des 
Nichtelectrolyten stattfinden. Ist kein Wasser mitgenommen, so 
muB diese Konzentration konstant bleiben. 

Die Beobachtungen wurden wie folgt ausgeführt: 
In ein Becherglas wurde die Lüsung gethan; am Boden 
des Glases befand sich die eine Electrode, ein Platin- 
blech; die andere, eine Spirale aus Platindraht, umgeben 
von einem kleinen Glasapparat, dessen Gestalt bei- 
stehende Figur zeigt, hing im oberen Teile der Flüssig- 
keit. Dieser Apparat wurde vor jedem Versuch ge- 
wogen. Nach der Electrolyse wurde er vorsichtig aus 
der umgebenden Flüssigkeit genommen, soda die innen befindliche 
Lôüsung nicht herauslief, was man leicht bewirkt, indem man mit 
dem Finger das nach obenführende Glasrohr verschliefit. Der 
Apparat wurde dann in einem Wägeglas gewogen, und es ergab 
sich das Gewicht der Flüssigkeit. Diese wurde auf ein bestimmtes 
Volam verdünnt und die Gewichtmenge Electrolyt, Nichtelectrolyt 
und Wasser bestimmt, eine Messung die jedes Mal an der Lôüsung 
vor und nach der Electrolyse unter genau den gleichen Bedin- 
gungen mit demselben Apparat, derselben Bürette u.s. w. ausge- 
fübrt wurde. 
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Aus dem Unterschied der Analysen vor und nach der Electro- 
lyse ermittelt man also die Aenderung der Konzentration des 
Nichtelectrolyten, die maaBgebend für die Menge überführten 
Wassers ist. 

Die Stromrichtung wurde immer so gewählt, daB eine Kon- 
zentrationszunahme an der kleinen Electrode im Glasapparat statt- 
fand. Die gefandene Aenderung konnte nicht von Versuchsfehlern 
herrübren, weil alle wahrscheinlichen Fehler einer Konzentrations- 
zunahme entgegenwirken. Die Strommenge wurde durch ein 
Kupfervoltameter gemessen und die ganze Electrolysirzelle auf 
konstanter Temperatur erhalten. 

So einfach die Methode aussieht, so haben sich doch bei der 
praktischen Ausführung der Messungen manche Schwierigkeiten 
herausgestellt. Als Nichtelectrolyte wurden zuerst die organischen 
Substanzen versucht. Da aber diese der electrolytischen Disso- 
ciation nicht unterliegen, so ist ihre Bestimmung unter den ge- 
nauen Versuchsbedingungen sehr schwierig. Es kommt noch 
zweitens hinzu, daf die organischen Stoffe in jedem Falle an der 
Kathode reducirt, an der Anode oxydirt werden. So muften aus 
den angeführten Gründen Zucker, Phenol, Harnstoff, Essigsäure, 
die bei Gegenwart einer starken Säure, praktisch vollständig nicht 
dissociirt ist, aufgegeben werden. 

Es wurde immer so verfahren, daB durch den Electrolyten 
die zwar schon äuferst geringfügige Dissociation des Nichtelectro- 
lyten noch zurückgedrängt wurde. Diesem Gedanken folgend 
empfahl sich Borsäure zur Untersuchung der Neutralsalze der 
Borsäure, denn wegen der beinah vollständigen Dissociation der 
Neutralsalze, ist die Borsäure fast garnicht dissocürt. 

Aber auch die Neutralsalze erwiesen sich als unbrauchbar. 
Denn operirten wir z. B. mit borsaurem Kali, so wurde an der 
Kathode Kaliumhydroxyd gebildet, das mit der freien Borsäure 
unter Bildung von Borax reagirte, welch letzterer Kürper aus- 
krystallisirte. An der Anode bildete sich Borsäure und wurde hier 
die Konzentration derselben sehr verstärkt. Nach dieser Methode 
ist also die Untersuchung der Neutralsalze nicht ausführbar. 

Borsäure ist aber vorzüglich geeignet zur Untersuchung der 
Ueberführung starker Säuren. 

In einer Lôüsung derselben ist die Borsäure garnicht dissocürt. 
Auch lieBen sich die Analysen der Lüsungen leicht ausführen. 

n 
20 
als Indikator die starke Säure, fügt zu derselben Lüsung alsdann 


Barytwasser und Methylorange 


Man bestimmt zunächst mit 
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20 ce einer zehnprozentigen Lôsung Mannit. Die Borsäure reagirt 
mit dem Mannit unter Bildung einer ziemlich starken, einbasischen 


Säure, die mittelst Phenolphtaleïn und desselben ET Barytwassers 


sich gut bestimmen läft. Auf diese Weïise lassen sich in einer 
Menge Lôsung beide Säuren nebeneinander genau und bequem 
nachweisen. 

Nach der angegebenen Methode wurden Messungen an Salz- 
säure, Bromwasserstoffsäure, Salpeter- und Schwefelsäure ausge- 
führt. 

Zur Untersuchung starker Basen kônnte man dieselbe Methode 
wie bei den Säuren anwenden, indem man als Nichtelektrolyt eine 
schwache Base benutzt. 

Aber hier trat uns der Mangel an einem geeigneten Stoff 
entgegen. Fast alle sind entweder zu stark dissociirt oder zu 
unlôslich. Die einzige Substanz, an deren Verwendung man denken 
konnte, war Ammoniak; aber es stellte sich heraus, daf die Lô- 
sungen von Ammoniak mit starken Basen (wie beim Kaliumhydro- 
xyd) zu unbeständig sind. Selbst die verdünntesten Lüsungen 
setzen fortdauernd Ammoniak in Freiheit. 


Resultate. 


Vorausgesetzt, da Wasserstoff nicht hydratisirt ist, führen 
die negativen Jonen CI, Br, NO: und SO nachfolgende Anzahl 
Moleküle Wasser mit. 


Rothen AB RCE, se Gi 
74 5 2,1 Li 
5.0 5.2 1.8 17.1 
3.1 4.9 1.2 8.8 
5.4 5.6 41 
a 2,6 2,7 
2,0 32 8.0 


Die Fehlergrenze, der obige Zahlen, insoweit sie von der Ana- 
lyse abhängen, unterliegen ist sehr groB. Die gemessene Aenderung 
der Konzentration beträgt gewühnlich etwa 1°), die als Unterschied 
zweïer Analysen gefunden ist. Jede Analyse ist bis auf 0.2—0.3°/ 
genau; der Unterschied zweïer solcher Analysen hat also eine 
Genauigkeit von 0.5°, was auf eine Konzentrationsänderung von 
1°/o eine môügliche Fehlergrenze von 50°, ergiebt. Man erhält als 


Mittelwerte von Cl, Br, NO: respektive 5 ; 4: 2,5 Moleküle Wasser. 
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Die Zersetzlichkeit des Jodwasserstoffs verhinderte bis jetzt 
die Untersuchung des J. 

NOs hat wohl etwas weniger Wasser als Cl oder Br und die 
drei Versuche über SO4 zeigen, daf dieses mehr Moleküle Wasser 
als CI, Br und NOs mitführt. 

Zur Kontrolle über die Zuverlässigkeit der angeführten Ver- 
suche wurden die gewühnlichen Ucberführungszahlen der Sub- 


stanzen aus unsern erhaltenen Zahlen berechnet. Für Bromwasser- 
stoff sind diese Werte 


1) 0.166 

2) 0.171 

3) 0.176 À 

4) 0 166 Mittelwert 0.169. 
5) 0.170 


6) 0.165 


Aus der Wanderungsgeschwindigkeit berechnet sich die Ueber- 
führungszahl zu 0.164. 

Wenn man bedenkt, daB unsere Versuche nicht zur Messung 
der gewühnlichen Ueberführungszahlen bestimmt sind, so kann die 
Uebereinstimmung als befriedigend angesehen werden. 

Wir bemerken, da8 die mitgeteilten Resultate der sehr diffi- 
zilen Messungen nur vorläufiger Natur sein sollen, und betrachten 
als Hauptsache das Ergebnif, da, wie auch die vorstehend be- 
schriebenen Versuche des Herrn Dr. Lotmar gezeigt haben, die 
Hydratation gelüster Substanzen jedenfalls nur gering sein kann. 
Die Arbeit wird fortgesetzt und hoffen wir bald genauere Ergeb- 
nisse mitteilen zu künnen. 


Zur Theorie der Einheiten in den algebraischen 
Zahlkôrpern. 


Von 
Hermann Minkowski in Zürich. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 3. Mäürz 1900. 


In der Theorie der algebraischen Zahlen ist die Frage von 
Interesse, ob in einem beliebigen Galois’schen Kürper stets eine 
Einheit existirt, welche unter ihren conjugirten Zahlen ein voll- 
ständiges System unabhängiger Einheiten des Kôürpers darbietet. 
Durch die folgenden Betrachtungen wird diese Frage in bejahendem 
Sinne entschieden. 

1. Ich benutze dabei hauptsächlich den nachstehenden Satz 
über das Nichtverschwinden einer gewissen Determinante : 

Hülfssatz. Sind in einer m-reihigen Determinante 


A =|a,l. (Gk=12,..n) 


von m° reellen Grüflen alle Glieder a,, auferhalb der Hauptdiagonale 
(also für hZk) < O und sind ferner die Summen 


UP mt En D ln EL A FR S, (A SF 1/2;.#t) 


der Ulicder in den cinzclnen Lorizontalreihen durchweg = O0, so ist 
die Detcerminante stets = 0. 

Beweis. Für m — 1 ist der Satz selbstverständlich. Um ihn 
für cinen bestimmten Werth m = 1 zu erweisen, nehmen wir an, 
daf er für alle kleineren Werthe des m bereits sicher gestellt sei. 
Wir setzen a, — s,+a, (h — 1,2,...m) und entwickeln die 
Determinante À nach den m GrüBen s,, s,,...8,. Das vons,,s,,...s 
freie Glicd dieser Entwickelung wird eine m-reihige Determinante 
A*, bei welcher in jeder Horizontalreihe die Summe aller Glieder 


Null ist und welche daher den Werth Nall hat. Weiter wird der 
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Coefficient eines Products s&, s,...s,, wenn !=1 und <m ist, 
eine Determinante von m—7, also weniger als m Reïhen, in welcher 
alle Glieder auferhalb der Hauptdiagonale negativ sind und in 
jeder Horizontalreihe die Summe der Glieder grôfier als die 
Summe der Glieder der entsprechenden Horizontalreihe von A4*, 
also gewiB => O0 ist. Auf Grund der von uns gemachten Voraus- 
setzung erweist sich daher jeder dieser Coefficienten > 0. AuBerdem 
erscheint in jener Entwickelung noch das Glied s,s,...s,.. Nach 
dieser Zusammensetzung der Determinante À aus lauter positiven 
Termen ist sie offenber = 0. 

2. Es sei jetzt 0 eine algebraische Zahl nt Grades 
und unter den # verschiedenen conjugirten algebraischen Zahlen 
9,, 6,,...0,, von denen 8 ein Werth ist, seien r reelle und 4 (n—r) 
Paare von conjugirt imaginären Zahlen vorhanden. Von dem Falle 
n = 2, r — 0 wollen wir absehen. Wir setzen r+1(n—7r) — m+1, 
und wir wollen annehmen, da in der Reïhe der m+1 ersten 
Zahlen 6,, 6,,...0,,, die sämmtlichen reellen jener Zahlen und 
ferner je eine Zahl aus jedem der Paare conjugirt imaginärer 
Zahlen sich befinden ; zudem müge die Zahl 0 selbst unter diesen 
m+1 Zahlen vorhanden sein. Ist & cine Einheït in dem algebraischen 
Kôrper von 9, so wollen wir mit /,(e) für k — 1,2....m#»+1 den 
reellen Theil des Logarithmus der zu e conjugirten Zahl im 
Kôrper von 0, oder das Doppelte dieses reellen Theils verstchen, 
je nachdem die Zahl 6, reell oder imaginär ist. Da die Norm 
einer Einheit gleich + 1 ist, gilt dann stets: 


1) L(e)+1(e)+:+h4(e) = 0. 


Wie Dirichlet gezeigt hat, kann man in dem Kürper von 
9 stets eine Einheit derart bestimmen, daf von ihren conjugirten 
Zahlen in den Kôrpern von 0,, 0,,...0,,, alle bis auf cine Zahl 
in einem beliebig angenommenen dicser Kôrper absolute Beträge 
< 1 haben. Es sei in solcher Weiïise 8% für À — 1,2,...m eine 
Einheit, für welche /,(e%),...1,,(e°), 1,,,(e),...1,,,(e°), also 
sämmtliche Werthe L, (e") für 4 Z k negativ ausfallen. Dann ist 
mit Rücksicht auf 1): 

\ l, (COE RE TA (COERE TA Ca 0, 
Die Determinante 
LE (827 | (A, k.=11,2,.4-1) 


trägt danach diesen Charakter, daf in ihr jeder Coefficient aufor- 
halb der Hauptdiagonale negativ ist nnd die Summe der Glieder 
in jeder Horizontalreihe positiv ist. Dem Hülfssatze in 1. zufolge 
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ist daher diese Determinante = 0. Somit bilden die hier charak- 
terisirten Einheiten &°, &°,...8" ein vollständiges System 
von unabhängigen Einheiten im Kôrper von 0. 

Bei der Methode, welche Dirichlet zur Herstellung eines 
vollständigen Systems von unabhängigen Eiïnheiten in einem Zabl- 
kôrper gegeben hat, werden die Einheiten des Systems successive 
bestimmt, wobei zur Ermittlung einer weiteren Einheit, so lange 
das System noch nicht vollständig ist, gewisse Determinanten aus 
den Logarithmen der früher bestimmten Einheiten und ihrer con- 
jugirten Zahlen bekannt sein müssen. Nach dem hier Auseinander- 
gesetzten ist es dagegen stets müglich, Einheïiten in der erforder- 
lichen Anzahl gesondert, jede für sich, zu bestimmen mit dem 
Erfolge, daB sie zusammen ein vollständiges System unabhängiger 
Eïnheiten ergeben. 

3. Es sei jetzt der Kôrper von 9 ein Galois’scher Kürper, 
sodaf sich jede der Zahlen 6,, 0,,...6, als eine rationale Function 
mit rationalen Coefficienten von jeder anderen dieser Zahlen dar- 
stellen läft. Es sei in solcher Weise 


0, — E, (0), 0 — 5, (0,) (= 1,2,... n), 


wo À,, S, Zeichen für rationale Function mit rationalen Coefficienten 
sind, so gilt S,(R,(0)) — 0 und infolgedessen auch allgemein 
S,(2,(0,)) — 6, für jeden Index # — 1, 2, ...n. Je nachdem 0 
reell oder imaginär ist, sind auch die conjugirten Zahlen alle reell 
oder alle imaginär, und hat man also m+1 — n oder = # 7. 

Wir bestimmen im Kôrper von 0 eine Einheit & = f(0), wo 
f(0) eine rationale Function mit rationalen Coefficienten von 6 be- 
deute, so daf von den m+1 conjugirten Zahlen f(6,), f(0,),...f(0,.,,) 
alle mit Ausnahme der einen Zahl f (6) absolute Beträge < 1 haben. 
Sodann sei «, für = 1,2,...m<+1 die conjugirte Zahl zu & in 
dem Kôürper von 6,, also &, = f(0,) = f(R,(0)); dabei ist &, jedes- 
mal selbst eine Zahl im Kôrper von 6 und sind deren conjugirte 
Zablen in den Kôrpern von 0,, 6,,...0,,, bezüglich 


2) FR, (8), FC, (8)... F(R, (84). 


Nan hat man bei beliebigen Werthen k, 4 aus der Reïhe 1,2,...m+1 
stets R,(0,) = R,(R,(0)) = 9,, wo g einen der Indices 1,2,...n 
bedeutet. Dabei kann nicht für zwei verschiedene Indices % bei 
demselben Index » hier derselbe Werth 0, und kônnen auch nicht 
conjugirt imaginäre Werthe 6, resultiren, da aus dieser Relation 
amgckebrt 0, = $, (9,) folgt und unter den Zahlen 6,, 0,,...0, 
keine zwei gleich oder conjugirt imaginär sind. Danach sind die 
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absoluten Beträge der GrôBen in 2) abgesehen von der Reiïhenfolge 
identisch mit den Beträgen der GrüBen /(0,), f(0,),...f(0,.,), es 
ist also einer jener Beträge — 1 und die # anderen sind sämmt- 
lich < 1, und zwar ist für denjenigen Index % der Betrag 
f(2,(,) | > 1, für den 2,(6,) gleich 0 bezüglich gleich der con- 
jugirt imaginären Zahl, also 6, gleich S, (6) bezüglich gleich der 
conjugirt imaginären Zahl ist. Für verschiedene Werthe À der 
Reïhe 1,2,...m+1 wird der hier in Betracht kommende Index k 
aus der Reïhe 1,2,...m+1 jedesmal ein anderer sein. Nach den 
Auseinandersetzungen in 2. bilden nunmebr irgend m der Zahlen 
E,; Er... €, €in vollständiges System von unabhängigen Einheiten 
in dem Galois’schen Kôürper von 0. Auf diese Weise resultirt 
der Satz: 

In einem Galois’schen Kürper kann man stets eine solche Einheit 
angeben, daff eine jede Eïinheit dieses Kôrpers ein Product aus einer 
Eïinheitswurzel und aus Potenzen dieser Eïinheit und ihrer conjugirten 
Eïnheiten mit rationalen Exponenten ist. 

Da ein jeder algebraischer Kôrper ein Unterkôrper eines 
Galois’schen Kôrpers ist und seine Einheiten dann zugleich als 
Einheiten des Galois’schen Kôrpers auftreten, ist hierdurch zu- 
gleich ein bemerkenswerther Satz über die Einheiten in einem be- 
liebigen algebraischen Kôrper gewonnen. 


Zürich, den 23. Februar 1900. 


si 


Ueber einen Satz des Herrn Schônflies 
aus der Theorie der Functionen zweier reeller 
Veränderlichen. 


Von 
W. F. Osgood, Cambridge, Mass., U.S.A. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 16. März 1900. 


1. Herr Schônflies hat neuerdings den folgenden Satz 
bewiesen !) : 

Sind p(x,y), v(x,y) zwei Functionen der unabhängigen 
reellen Veränderlichen (x,y), welche im Quadrat (T): 
EN 

a) eindeutig definirt und stetig; 

b) eindeutig umkehrbar sind, 
und setzt man 

& — p(x,y), n = Ÿ(x,y), 
so füllen die Bildpunkte (£,7) in der (£,7)-Ebene das In- 
nere und den Rand einer geschlossenen Jordan’schen 
Curve*) lückenlos aus. 

Mit ,eindeutig umkehrbar“ ist gemeint, dafi, unter (£',n!') der 
Bildpunkt eines beliebigen Punktes (x', y’) des Quadrats verstanden, 
die Gleichungen 


E — p(x,y), n = Y(2,y) 
nur eine dem Quadrat angehôrige Lôsung (x', y’) zulassen. 


1) In den Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. 1899, Heft 3, S. 282. 

2) D. h. einer stetigen geschlossenen Curve ohne mehrfachen Punkt, wie sie 
von C. Jordan in seinem Cours d'Analyse, 2. Aufl., Bd. I, S96ff. (1893) 
betrachtet siud, 
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Ich habe zwei einfache Beweise dieses Satzes gefunden, die 
ich hiermit mitteile. 

2. Erster Beweis. Diesem Beweise liegt eine Stetigkeits- 
überlegung zu Grunde. Der Rand des Quadrats geht, wie Herr 
Schôünflies bemerkt, in eine geschlossene Jordan’sche Curve w 
der (£, 7)-Ebene über. Eine solche Curve zerlegt die Ebene, wie 
C. Jordan bewiesen hat, in äuBere und innere Punkte, und man 
überzeugt sich leicht, daB die anderen Bildpunkte entweder alle 
innerhalb oder alle auferhalb œ liegen. Sei P fein beliebiger 
innerer Punkt von (7); p, der Bildpunkt von P. Wir wollen zu- 
nächst annehmen, daB p ein innerer Punkt von w sei, und dann 
zeigen, daB ein beliebiger zweiter innerer Punkt w von © auch 
Bildpunkt eines gewissen Punktes m des Quadrats ist. 

In der That sei 

r= ft) 
die Gleichung des Randes des Quadrats in Polarcoordinaten, deren 
Pol der Punkt P ist. Setzt man 

r = af(f) 
und läBt man den Parameter « stetig von 1 bis O abnehmen, so 
fegt dieses veränderliche Quadrat das Innere von (T) gerade ein- 
mal aus. Es soll gezeigt werden, daB die Bildcurve («) das Innere 
von & auch gerade einmal ausfegt. Dazu genügt der Beweis, daf 
es einen Wert « — a, giebt, derart da die Curve («,) durch den 
Punkt w geht, denn sämtliche Punkte einer Curve (x) entsprechen 
ja als Bildpunkte Punkten von (7). 

8. Hilfssatz. Ist uwein innerer (äuBerer) Punkt von 
(«'), so ist uw auch ein innerer (äuBerer) Punkt von (a), 
wo |a—a|<e ist. 

Der Beweis beruht auf dem Umstand, daf die Curve («) sich 
der Curve («') gleichmäfig nähert, wenn « gegen «' convergirt. 
Die Curve («) läft sich nämlich durch die Formeln darstellen : 


£ — p{af(b)cos 0, «f(0)sin0}, n = v{af(6) cos 0, æf (0) sin 0} 


woraus denn erhellt, daB &,n stetige Functionen der beiden unab- 
hängigen Veränderlichen («,6) sind, wo 0=Zax<1, 0Z0Z 2x ist. 
Einer beliebigen positiven GrôBe à wird sich also eine zweite 
positive von 6 unabhängige GrôBe & stets so zuordnen lassen, daf 
der Abstand zweier demselben Wert von 0 entsprechender Punkte 
kleiner bleibt als 0, sobald |«—@'| <e ist. Man braucht daher 
Ô blo® kleiner anzunehmen als der Abstand des Punktes u vom 
nächsten Punkte der Curve («'), und der Satz ist bewiesen. 
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4. Für grofe Werte von « ist w sicher ein innerer Punkt 
von (&), und für kleine Werte von « ein äuferer Punkt. Es môge 
a, die untere Grenze derjenigen Werte von « sein, deren ent- 
sprechende Curven («) den Punkt w einschliefen. Dann ist a, 0 
und ich behaupte: Die Curve (x) geht durch uw Denn, w 
kann kein innerer Punkt von («,) sein; sonst wäre w nach dem 
Hilfssatz auch innerer Punkt von («,—1:) und «a, wäre nicht die 
betr. untere Grenze. ÆEbensowenig- kann w äuferer Punkt von («,) 
sein; denn w wäre dann äuBerer Punkt aller Curven («), wofür 
a, <a<a,+e ist. Es bleibt somit nur noch die eine Môglichkeit 
übrig, da u auf («,) liegt. 

5. Es erübrigt noch die Annahme zu rechtfertigen, daB » 
ein innerer Punkt von œ sei. Im anderen Fall würde p für kleine 
Werte von «& ein innerer Punkt, für gro8e Werte ein äuferer 
Punkt der Curve («) sein. Sei & die obere Grenze derjenigen 
Werte von «, wofür p ein innerer Punkt von («) ist. Dann zeigt 
man, wie in Nr. 4, daB p weder innerer noch äuBerer Punkt von 
(&) sein kann. Aber auf (&) kann p auch nicht liegen, sonst würde 
p auBer P noch einem zweiten Punkt von (T) entsprechen. Es 
kann also keinen auferhalb & liegenden Bildpunkt p geben und 
dieser Beweïis des Schônflies’schen Satzes ist fertig. 

6. Zweiter Beweis. Den Ausgangspunkt bildet wiederum 
der Umstand, daB der Rand des Quadrats in eine geschlossene 
Jordan’sche Curve & übergeht. Sei P ein beliebiger innerer Punkt 
von (7°), p, der Bildpunkt in der (£, n)-Ebene. 

Hilfssatz Ist uw ein beliebiger Punkt der (£,7)- 
Ebene, der sich mit p durch eine Curve verbinden läBt, 
welche © nicht schneidet, so ist uw Bildpunkt eines 
Punktes m von (T7). 

Bemerken wir vorab, da die Menge der Bildpunkte in der 
(£, n)-Ebene eine perfecte ist !). 

Ist der Abstand des Punktes uw von & geringer als von p, 80 
wird man einen Punkt g, von uw ausgehend, die Curve stetig durch- 
laufen lassen. Derselbe wird zunächst nur mit Punkten zusammen- 
fallen, die, wie uw, keine Bildpunkte sind, — wofern der Satz nicht 
von vornherein zugestauden wird. Die obere Grenze y», dieser 
stetigen Folge von Nicht-Bildpunkten wird aber ein Bildpunkt 
sein. Auf der Strecke (u,p,) wird man dann einen Punkt w, so 
annehmen, daB sein Abstand von », kleiner ist als von w. Nun 


1) Dieser Satz ist von Herrn Schünflies bewiesen; er steht aber bereits 
nebst Beweis bei C. Jordan, a. a. O., & 64. 
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schlage man um w, als Mittelpunkt einen Kreis von so kleinem 
Radius ç, da er keinen Bildpunkt einschlieft, und lasse man @ 
dann wachsen, bis der Kreis einen Bildpunkt p, auf seiner Peri- 
pherie, aber keinen im Innern aufweist. Der entsprechende Wert 
von @ sei mit @, bezeichnet. Der Kreis wird nicht bis w heran- 
reichen. 

Um den Punkt P, des Quadrats als Mittelpunkt, dessen Bild- 
punkt p, ist, sei ein Kreis von so kleinem Radius beschrieben, 
da die Bildcurve, ec, — eine geschlossene Jordan’sche Curve — 
ganz innerhalb eines Kreises um p, mit Radius @, liegt. Man 
beweist leicht, daf p, innerhalb c liegt. Nun schneidet aber jeder 
von einem beliebigen innern Punkte einer Jordan’schen Curve aus 
gezogene Halbstrahl die Curve. Der Halbstrahl p,u, schneidet c 
nicht. Aus diesem Widerspruch ergiebt sich die Richtigkeit des 
Hilfssatzes. 

7. Beweis des Hauptsatzes. Der Bildpunkt p eines 
beliebigen Punktes P von (7) kann nicht auBerhalb w liegen. In 
der That bleiben die.stetigen Functionen (x, y), y (x, y) auf dem 
perfecten Bereich (T°) dem absoluten Betrage nach beide unterhalb 
einer festen GrôBe G. Der Punkt £ — m — G ist also sicher 
kein Bildpunkt eines Punktes von (T). Dieser Punkt läft sich 
aber mit jedem äuBern Punkt von & durch eine Curve verbinden, 
die & nicht schneidet. Die Bildpunkte liegen also sämtlich inner- 
halb w, und da man zwei beliebige innere Punkte mit einander 
durch eine Curve verbinden kann, die & nicht schneidet, so ist 
jeder innere Punkt von œ Bildpunkt eines Punktes von (T). 


Es sei noch bemerkt, daB der Schünflies’sche Beweis des vor- 
hergehenden Satzes zu denjenigen Existenzbeweisen gehürt, welche 
das Ding, um dessen Existenz es sich handelt, nicht liefern, son- 
dern ihre Beweiskraft einem Widerspruch verdanken, der aus der 
Annahme der Nicht-Existenz des betreffenden Dinges abgeleitet 
wird. Als weitere Beispiele derartiger Beweise seien erwähnt: 
a) der dritte Gauss’sche Beweis des Fundamentalsatzes der Al- 
gebra; b) der erste Hilbert’sche Bewcis der Endlichkeit des 
Formensystems (Math. Ann. Bd. 36). 


Kgl. Gos. d. Wiss. Nacbrichton. Mathomat.-physik. Klasso. 1900. Hoft 1, 7 
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Ueber einen Schônflies’schen Satz der Theorie 
der stetigen Funktionen zweier reeller Veränder- 
lichen. 


Von 
F. Bernstein in Gôttingen. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 16. März 1900. 


Kürzlich hat Prof. Schôünflies den folgenden Satz be- 
wiesen !): 
»Sind die beiden stetigen und eindeutigen Funktionen 


É= pay), n = v(,9) 

ndefiniert auf der Fläche eines Quadrates (einschlieBlich des Um- 
»fangs) und entspricht in der durch sie vermittelten Abbildung 
einem Bildpunkte ein und nur ein erzeugender Punkt, so liegen 
»die Bildpunkte des Quadrates nicht nur sämtlich innerhalb, oder 
»sämtlich auferhalb der Jordan'’schen?) Curve ©, welche das 
»Bild der Begrenzung des Quadrats ist, sondern sie füllen auch 
den durch die Curve © begrenzten Teil der Bildebene 
»vVollständig aus“. 

Hieraus wird dann der wichtige SchluB gezogen, da8 x und 
y umgekehrt in dem betreffenden Bildgebiet eindeutige und ste- 
tige Funktionen von £ und # sind. 

Für diesen Satz soll im Folgenden ein neuer Beweis gegeben 
werden, der direkt zeigt, wie zu jedem Punkt des Bildgebietes 
der erzeugende Punkt des Quadrates bestimmt wird. 

Der Grundgedanke des Nachweiïses ist der, daB bei einer Zer- 

1) Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. Heft 3 S. 282. 

2) Unter einer Jordan’schen Curve soll (nach Vorschlag von Prof. Osgood) 


eine Curve von solcher Eigenschaft verstanden werden, wie sie C. Jordan (Cours 
d'analyse sec. 6. pag. 90) zuerst untersucht hat. 
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legung des Quadrates in ein Netz von Quadraten, das Bildgebiet 
ebenfalls in ein Netz von Gebieten zerlegt wird, und daB bei der 
Fortsetzung der Teilung hier, wie dort, einer lückenlosen Ueber- 
deckung des Gebietes durch das Netz zugestrebt wird. 

Wir bedienen uns für den Beweis zweier Hilfssätze, welche 
Schünflies eingangs seiner Abhandlung genau beweist. 

Hilfssatz 1. Die Bildpunkte des Quadrats liegen entweder 
sämtlich innerhalb oder sämtlich auBerhalb der Curve «. 

Wir wollen für das Folgende stets annehmen, da der erste 
Fall stattfindet, und eine solche Abbildung eine positive nennen. 

Hilfssatz 2. Teilt man das Quadrat durch eine Strecke, 
welche zwei Punkte der Begrenzung verbindet, in zwei Teile 7, 
und 7,, so teilt das Bild dieser Strecke das Innere von © in zwei 
Teile 7, und r,, deren Begrenzungen, den Begrenzungen von 7, 
und 7, entsprechen môügen, und es erfahren die Gebiete 7, und 7, 
positive Abbildung. Es gehen mithin die Punkte von T, ganz 
in Punkte von 7, und die Punkte von 7, ganz in Punkte von 
T, über. 


(x, y) Ebene (£, n) Ebene 


Aus diesem zweiten Hilfssatz leiten wir leicht einen etwas all- 
gemeineren Satz ab. Bei einer Teilung des Quadrates durch eine 
weitere Strecke in 4 Teile, etwa in 4 Quadrate, ergicbt eine Ueber- 
tragung des Hilfssatzes 2. auf die Gebiete T,, und 7, der vor- 
herigen Zweiteilung, da auch das Innere von w in 4 entsprechende 
Gebiete mit entsprechenden Begrenzungen zerfällt, und da auch 
hier alle Gebiete positive Abbildung erfabren, also alles Inein- 
anderliegen von Gebieten erhalten bleibt. Das gleiche kann 
auch bei einer Zerlegung in (2°), (2°), ... Quadrate gefolgert wer- 
den, und wir erhalten für die allgemeine Teilung in (2*) Qua- 

7* 
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drate, wobei wir noch die Begrenzungen us vergeben wollen, 
den Satz: 

Hilfssatz 3 Zerlegt man das Quadrat in (2")" Quadrate, 
die wir in leicht verständlicher Weise mit (k,!), bezeichnen, 
so wird 

1) das Innere der Curve & in (2) entsprechende Teilgebiete 
(4,1), zerlegt, deren a 2 die Bilder der Begrenzungen 
von (4,1), sind. 

2) erfahren alle Quadrate der Teilung positive Abbildung, 
d. h. liegt ein Punkt innerhalb 


(Dos Glhs +.., (,0), 
so liegt er auch innerhalb 
(x, 4), Gs4), ..., (x), 
und auBerhalb aller übrigen (x, À). 
Betrachten wir nun irgend einen Punkt a des Hauptquadrates, 


so ist er definiert als der einzige Punkt, der zugleich im Innern 
der unendlich vielen Quadrate 


(BD, (G,0,, (67, .., (ED, 
liegt. 
Auch die Gebiete 
(x, À); (x, À), ; (x, À) ; …… (x,2),, cc. 


definieren, da sie nach Hilfssatz 3, 1) incinanderliegen, minde- 
stens einen Punkt, aber wie zu zeigen ist, auch nur einen Punkt, 
der im Innern aller liegt. Denn zieht man durch einen solchen 
Punkt « eine Grade, so schneidet jeder der beiden Halbstrahlen 
die sämtlichen Begrenzungen 

PERS DEA) er 4) 


in ciner unendlichen Punktreihe. In diesen beiden Punktreihen 
ist jeder Punkt Bildpunkt. Und die Punkte deren Bilder sie sind, 
licgen auf den Begrenzungen von 


(OSSI Dir 


haben also den cinzigen und gemeinsamen Grenzpunkt «. Infolge- 
dessen gilt gleiches von den beiden Punktreihen. Da nun « beide 
Punktreihen auf derselben Graden trennt, so mu « der cinzige 
und gemcinsame Grenzpunkt derselben sein. Es ist « das Bild 
von « und der cinzige Punkt im Innern aller 
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Nun wird der Beweis so geführt. 

Ist « ein beliebiger Punkt des Bildgebietes, so liegt er ge- 
mäs Hilfssatz 3,2 bei jeder Teilung im Innern einer einzigen 
(x, 1),, also im Innern der unendlichen Reihe von Gebieten 


Ce 4) (4), ...(x,4),,. 
zugleich ist er der einzige Punkt dieser Art. Suchen wir jetzt 
denjenigen Punkt a auf, der im Innern der entsprechenden 


ŒD,, ŒD, (ED... 
liegt, so ist nach dem Vorangegangenen & das Bild von a. 


Im Anschluf an den so eben geführten Beweis, soll ein zwei- 
ter Beweis gegeben werden, der etwas einfacher ist, dafür jedoch 
kein Verfahren liefert, die bei der Abbildung einander entsprechen- 
den Punkte zu bestimmen. 

Wir wollen nämlich darauf ausgehen, zu zeigen, daB thatsäch- 
lich jede stetige Linie der Bildebene, welche einen Bildpunkt mit 
einem Punkte, welcher nicht Bild ist, verbindet die Begrenzung 
œo schneidet. Es geht dann daraus unmittelbar hervor, da die 
Bildpunkte den einen Teil, die andern Punkte, den zweïiten der 
Teile erfüllen, in die die Bildcurve © die Ebene zerlegt. 

Im voraus bemerken wir, dafi die Bildpunkte eine abge- 
schlossene Menge bilden, da die Abbildung durch stetige 
Funktionen bewirkt wird. Auf einer stetigen Linie L, welche+von 
einem Bildpunkte zu einem Punkte », der nicht Bild ist, hinführt, 
giebt er also stets einen Punkt «, der selbst noch Bildpunkt ist, 
zwischen dem und dem Punkte » aber auf der Linie kein Bild- 
punkt mehr liegt. 

Es läft sich dieser Punkt nicht mit einer geschlossenen 
aus Bildpunkten bestehenden Jordan'’schen Curve um- 
geben, die ïhn selbst einschlieft, den Punkt p aber aus- 
schlieBt. Denn aus der Existenz einer solchen Curve, welche 
durch L in einem Punkte «' geschnitten würde, der also Bild- 
punkt wäre und auf L zwischen « und » liegen würde, 
würde ein Widerspruch mit der Definition von « gefolgert wer- 
den. Diese Eigenschaft wird « als Punkt der Curve & charakte- 
risiercn. 

Indem wir gemäf dem Hilfssatz 1 annchmen, daf das Qua- 
drat eine positive Abbildung erfährt, wollen wir einen Satz 
aufstellen, der dem Hilfssatz 2 der vorhergehenden Betrachtung 
entspricht und ganz ähnlich bewiesen wird. 

Hilfssatz 4 Umgiebt man einen Punkt D des Quadrats, 
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der nicht auf der Begrenzung liegt, mit einem Kreiïse X(b), dessen 
Punkte sämtlich dem Quadrat angehôren, so gehen die Punkte 
desselben mittelst positiver Abbildung in ein Gebiet x(8) über, 
welches von der Bildcurve der Kreislinie begrenzt wird, und zwar 
sinken bei hinreichender Verkleinerung von X(b) die Entfernungen 
der Bildpunkte in (8) von B unter eine vorgegebene GrôBe. Das 
letztere folgt unmittelbar aus der Stetigkeit. Es folgt daraus, 
daB stets erreicht werden kann, da ein bestimmter Punkt p der 
Bildebene auferhalb des Gebietes x(8) liegt. Da die Abbildung 
positiv ist, so liegt 8 selbst innerhalb der Begrenzung von x(8). 

Läge nun der vorhin betrachtete Punkt « nicht auf der Curve 
w, so wäre er das Bild eines Punktes a im Innern des Quadrates. 
Dann künnte also das Gebiet x(«) so bestimmt werden, da p ein 
äuBerer Punkt derselben wäre. Da die Begrenzung von x(«) aus 
Bildpunkten besteht, so gelangen wir auf die gekennzeichnete 
Weise zu einem Widerspruch. 

Es ist also « ein Punkt der Curve w, und es schneïdet also 
eine stetige Linie, die einen Bildpunkt mit einem Punkt, der nicht 
Bild ist, verbindet, diese Curve. 

Zum Schlu8 will ich bemerken, daB die hier geführten Beweise 
derart sind, daf dieselben, bei zweckmäfiger Verallgemeinerung 
des Begriffs der Jordan'’schen Curve auf hôühere Dimensionen, für 
beliebig viele Variabeln geführt werden kôünnen. 


Ueber lineare Systeme von Kegelschnitten. 
Von 
H. E. Timerding in StraBburg. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 16. März 1900. 


I. 


In einem sehr interessanten Aufsatze Sur la résolution de 
l'équation du quatrième degré, der sich in Liouville’s Journal de 
Mathématiques vom Jahre 1873 findet, hat Herr Darboux die 
Gleichang vierten Grades mit einer Unbekannten in der Weise 
bebandelt, da er sie auf zwei homogene quadratische Gleichungen: 

y = 0, p— 0 
in drei Veränderlichen zurückführt, indem er annimmt: 
(1) y = 242,2, 
(2) p = ati +24 x,x,+a,,+24a,x,L,+20,T, Ts + ax. 
Der Gleichung y — O0 wird in der That auf die allgemeinste 
Weise genügt, indem man setzt: 

ZX: L== t:22:1, 
dann aber geht die zweite Gleichung g = 0 über in: 
ax +4a,x+6a,2" +4a,x+a, = 0, 

und dies ist die allgemeinste Form einer Gleichung vierten Grades. 

Sieht man x,, x,, x, als homogene Punktcoordinaten in einer 
Ebene an, so stellen die Gleichungen # — 0 und @ = 0 zwei 
Kegelschnitte dar. Die Gleichung # — ( des ersteren, den wir 
mit Herrn Franz Meyer (Apolarität und rationale Curven 
Tübingen 1883) die Normeurve nennen wollen, ist auf ci» 
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Tangentialdreieck bezogen, nämlich auf ein Dreieck, dessen Seiten 
aus zwei Tangenten des Kegelschnittes und ihrer Berührungssehne 
bestehen. Die Coefficienten in der Gleichung 9 = 0 des zweiïten 
Kegelschnittes, den wir als repräsentirenden Kegelschnitt 
bezeichnen wollen, sind nicht alle willkürlich, vielmehr ist der 
doppelte Coefficient von x, immer gleich dem einfachen Coefficienten 
von x, x,, und diese Beziehung besagt, da nach Herrn Reye’s 
Ausdruck der Kegelschnitt als Curve zweiter Ordnung die Norm- 
curve als Curve zweiter Classe stützt oder trägt und die 
letztere umgekehrt auf jenem ruht: dem repräsentirenden Kegel- 
schnitte sind unendlich viele Poldreiecke der Normcurve einbe- 
schrieben und der letzteren unendlich viele Poldreiecke jenes 
Kegelschnittes um schrieben. 

Geht man von der Gleichung vierten Grades aus, so ist, wenn 
man die Normeurve mit ihrem Tangentialdreieck festlegt, der re- 
präsentirende Kegelschnitt vollkommen bestimmt. Die Normeurve 
hat man sich aber fest zu denken, wie man auch die Coefficienten 
in der Gleichung vierten Grades wählt. Der repräsentirende 
Kegelschnitt gehôrt dann immer einem linearen Systeme von vier 
Dimensionen an. Dasselbe ist durch die Normcurve eben in der 
Weise bestimmt, da alle in ïihm enthaltenen Curven dieselbe 
tragen .sollen. 

Die Auflôüsung der Gleichung vierten Grades läuft nun darauf 
hinaus, das gemeinsame Poldreieck II der beiden Kegelschnitte, 
des repräsentirenden und der Normcurve, zu bestimmen, oder, 
algebraisch gesprochen, durch eine lineare Transformation solche 
Variabeln einzuführen, in denen sich die beiden quadratischen 
Formen y und # als blofie Quadratsummen ausdrücken. 

Zu dem Zwecke sucht man in dem Büschel, das die beiden 
Kegelschnitte bestimmen, die zerfallenden Curven. Jede Curve 
des Büschels hat eine Gleichung von der Form: 


und die Werte des Parameters 1, die zu zerfallenden Curven ge- 
hôüren, sind aus der cubischen Gleichung zu bestimmen: 


d a, a, —24 

(4) a, a,+4 a, = ( 
a,—24 4, a, 

oder : 

() 4Ad—ii—j = 0. 


Hierin sind ? und ÿ die Invarianten der Binärform vierten 
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Grades, welche die Coefficienten à, hat, nämlich: 


(6) i — a,a,—4a.a;,+34, 
& LA LA 

(7) j = |a, a, a, 
LA LA dy 


Die Coordinaten des Punktes, in dem sich die Linien eines der 
drei Linienpaare im Kegelschnittbüschel schneiden, genügen nun, 
wenn À die zugehürige Wurzel der Gleichung (5) bezeichnet, den 
drei linearen Gleichungen : 


ax +ax,+a x, = 21%, 
(8) Al + at + al = —À Ty 
a,%,+a,.t,+a.z, = 21%. 


Multipliziren wir diese Gleichungen der Reïhe nach mit x,, x,, x, 
und addiren, so finden wir: 


(9) p = À(4x, x, — ri). 
Setzen wir weiter : 
(10) H = (4x, x,—x?), 


so haben wir aus den Gleichungen (8): 
(11) H = (a,z,+a,x,+a,t))(a,x,+a,x,+a,r,)—(ax,+a,x,+at.), 
und indem wir (10) durch (9) dividiren: 


(12) je TE 
p 
In dieser Gleichung sind nach und nach die Coordinaten der drei 
Ecken des Poldreiecks 11 einzusetzen, damit man die drei Wurzeln 
der Gleichung (5) crhalte. 
Nun wird aber nach (11) allgemein: 
H = u;u; 
wenn : : A 
p 9p 
HE 02. os re es GET 
Die Gleichung H — 0 stellt also den Kegelschnitt dar, dessen 
Punkte von den Tangenten der Normeurve die Pole für die re- 
präsentirende Curve sind, derselbe ist die reziproke Polare der 
Normeurve bezüglich des repräsentirenden Kegelschnittes. Hieraus 
ist sofort klar, daB dicser Kegelschnitt H = 0, den wir der 
Kürze halber den Hesse’schen Kegelschnitt nennen wollen. die 
Normeurve in den Berübrungspunkten derjenigen Tangenten 
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trifft, die auch Tangenten des repräsentirenden Kegelschnittes 
sind. Es ergiebt sich ferner unmittelbar der bekannte Satz, daf 
das gemeinsame Poldreieck 11 der Normcurve und des repräsen- 
tirenden Kegelschnittes auch ein Poldreieck des Hesse’schen 
Kegelschnittes ist. 

Wenn nun eine Curve aus einem durch zwei Kegelschnitte 
bestimmten Büschel durch eine Ecke des gemeinsamen Poldreiecks 
dieser beiden Kegelschnitte geht, so zerfällt sie notwendig in zwei 
gerade Linien, die sich in dieser Ecke des Poldreiecks schneïden. 
Es geht aber de Kegelschnitt : 


H—19 = 0, 


wo À eine Wurzel der Gleichung (5) bezeichnet, wegen (12) durch 
eine Ecke des gemeinsamen Poldreieckes 11, er stellt also notwendig 
ein Linienpaar dar. Ist also: 


p+ly — 
eine zerfallende Curve, so zerfällt für denselben Wert des Para- 
meters À auch die Curve: 

H—1p = 0 
in zwei gerade Linien. 


Sind nun 4,, 4,, 4, die drei Wurzeln der cubischen Gleichung (5) 
und setzen wir: 


9, Fe H—1,9, 
(13) 9, — H—1,9, 
_ — H—1,9, 


so ist identisch: 
(4, LE À) (CA a (4, 1) ®, de (4 DRE À) O, = (0. 
Wir kônnen deswegen weiter setzen: 
(4, + À,) @, À, X, Es À, X% 
(4, —1)) ®, — 1,X;—1, X;, 
(4 —4,)0, = 4, X;—1,X;, 
wo X,, X,, X, bestimmte lineare Funktionen der Punktcoordinaten 
sind. Weil: 
(15) 4,+1,+4, = 0, 
ist nach (13): 


(14) 


3H — 0,+0,+0,. 
Hieraus folgt aber mit Rücksicht auf (14): 
1 X 1 X 12 


A6) LU = EAN LEE M AP PE CS TER 
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Wir machen nun: 
X, as VGA, —2,)(4,—2,).4,, 
(17) X, rl À (4, er. À) (4, es À) : (2 


X, Ca VGA, —12,) Gr) 


dann wird: 
(18) H = AÉ+AEH+AE, 
ferner: 

®, — À, (4, au 1) 2 +2, (4, a 1, LA ; 
(19) ®, — À, (4 ra 1.) so +1, (Q, 5: 1,) + ; 

9, = À, (4, —1.) Ed, (4,—2,)8, 
und : 

1,0,+4,0,+1,0, = —(A+4+A) (AE + A8 +2,86). 
Nun folgt aber aus (13) wegen (15): 
À, @,+1, 6, +4, ®, = —(4:+4;+4) LD 

Also ist: 
(20) p= LË+AE+AE. 


Dies und (18) sind die Gleichungen des repräsentirenden und des 
Hesse’schen Kegelschnittes, bezogen auf das Poldreieck 11. Be- 
zeichnet man mit v,, v,, v, [Liniencoordinaten, die auf dasselbe 
Poldreieck 11 gehen, so erhält der letztere Kegelschnitt in diesen 
Coordinaten die Gleichung : 

CL SOL EL PU 

CAGE RSEE PS mou 
Macht man hierin: 

(o,, v,, 0) = (6, dE, À,E,), 
bringt also an die Stelle der Tangenten des Hesse’schen Kegel- 
schnittes ihren Pol bezüglich des repräsentirenden Kegelschnittes, 
so genügen die Coordinaten dieses Pols der Gleichung: 
E+E+E = 0, 

dies muB aber die Gleichung der Normcurve sein, denn diese ist 
ja in der That die reziproke Polare des Hesse’schen Kegel- 
schnittes bezüglich der repräsentirenden Curve. So ergiebt sich, daB: 


y —= Q(E +É,+E) 


sein muf. Um den Faktor p zu bestimmen, setze man £, — 0, 
£, = 0. Dann wird für diese Ecke des Poldreiecks wegen (20): 


SLT 
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Andererseits ist aber für dieselbe Ecke: 
p+lv = 0, 

also e — —1, und: 
(21) = —(É HE HE). 
Aus (18) und (20) finden wir: 

H+ig = 24Ë—A 1, (ÉÈ+E), 

H+4,9 =" 24E— 1,1, (E + É), 

H+1, = 246 — 1, LA A) 
und mit Hinzuziehung von (21): 
H+4p—12,1% — (4 —2,) (4 —1,)£ us X, 
H+i,p—121l4 TE (4, — 1.) (4, — 2) E — X,, 
H+1,p—A4, Av — (4, — À) (4, —2,)# = X;, 
indem man wieder die Definitionsgleichungen (17) beachtet. 

Aus den Gleichungen (22) folgt, indem wir sie paarweise 


(22) 


subtrahiren : 
(4, —2,)(g+2%) — X;—X;, 
(23) (—2)(p+i,v) = XS-X,, 
(4, —1,) (p+4,v) ES XX 


Sehen wir X,, X,, ZX, als neue Coordinaten an, so sind in 
diesen die vier Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte, des re- 
präsentirenden und der Normcurve, aus je drei der linearen Glei- 
chungen zu bestimmen : 


DOS EN M 0e A 


X,—X, = 0, X,+X, = 0, 
X,—X, = 0, X,EX, = 0, 
ihre Coordinaten sind also der Reihe nach: 
CHÉMEEEL); 
(œi, & L} 
( 1, —1, 1), 
( Le 1, —1), 


und somit liegt in der Aufstellung dieses Covordinatensystems die 
vollständige Lüsung des Problems, die vier Schnittpunkte, oder die 
-vier Wurzeln der Gleichung vierten Grades, zu ermitteln. 


ITR 


Nimmt man zu der Normcurve noch eine Curve zwciter 
Classe hinzu, so ruhen diese beiden Curven auf allen Kegelschnitten 
eines Complexes, d. h. eines lincaren Systems dritter Stufe. Die 
Curyen dieses Systems tragen dann sämtliche Kegelschnitte einer 
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Schar, die alle dieselben vier Tangenten gemeinsam haben. Nehmen 
wir die Gleichung irgend eines Kegelschnittes des Complexes in 
der Form an: 


(1) Po Li + 2 Pi La La + Pa Li + Pal Da + EP Ta Ts + Pal = 0, 
und ist: 


® — 0, 
Wo0 : 


(2) D — au; +dauu,+dau+2auu,+4a,u,u,+a,ui 


gesetzt sei, die Gleichung einer Curve zweiter Classe, die der 
Complexkegelschnitt au$er der Normeurve stützen soll, so muf: 
(8) Po +40 p,+64,p,+44,p,+0p, = 0 

sein. Die Gleichung der Curve zweiter Classe ist gleich in einer 
solchen Form angenommen worden, da8 diese ,Grundcurve“ des 
Complexes ihrerseits auf der Normcurve: 

(4) a, —4x x, = 0 

ruht. 

In dem Kegelschnittcomplexe sind nun vier doppelt zählende 
gerade Linien enthalten, und diese sind die gemeinsamen Tangenten 
der Grundecurve und Normcurve. In der Behandlung der Aufgabe, 
diese Doppellinien des Complexes zu bestimmen, würden wir also 
die vorigen Betrachtungen, nur in der reziproken Form, alle 
wiederholen. Statt: 

ÿ = x, —4x, x, 
haben wir jetzt die Funktion: 
FE — u,—u 


Us) 


1 
was eine leise Modification bedingt. Wir kôünnen aber alle Formeln 


mit den früheren vüllig zur Deckung bringen, wenn wir 


u,, 4, #, durch 2u,, u,, 2u, 


1) 
ersetzen. Es bedarf also keiner Erläuterung mehr, wie wir die 
Gleichungen der vier gemeinsamen Tangenten finden. Wir wollen 
sie, wenn Ë,, £,, £, Coordinaten sind, die sich auf das gemeinsame 
Poldreieck der Grundcurve und Normcurve beziehen, in der Form 
annehmen: 

(5) LE Le DE 0, XF = 0; 

indem wir setzen: 


X, F3 6 +6 +6) 
X; = E —E,—E,, 
@) X, = —É,+6,—6,, 
LA — “6 —b+6, 
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so daB identisch : 

(7) XL +X HE +X, = 0 

ist. Dann ist aber ein beliebiger Kegelschnitt des Complexes in 
der Form darstellbar : 

(8) 0% + 4% +8 +8 — 0. 

In der That muB sich seine Gleichung aus den Gleichungen von 
vier Curven des Complexes, wofern dieselben nur keinem Netze 
angehôren, linear zusammensetzen lassen, und als solche vier 
Curven kann man auch die vier Doppellinien wählen. 

Wir wollen nun die Kegelschnitte des Complexes auf die 
Punkte des Raumes beziehen, so da8 jedem Kegelschnitte ein 
Punkt, jedem Punkte ein Kegelschnitt zugeordnet ist, und zwar 
den Kegelschnitten eines Netzes immer die Punkte einer Ebene, 
den Kegelschnitten eines Büschels die Punkte einer geraden Linie 
entsprechen. Um dies zu erreichen, kônnen wir die Grôfen 
Pos Pis Pas Par Pa AIS lineare Funktionen beliebiger Punktcoordinaten 
im Raume ansehen, und die zwischen fünf solchen Funktionen 
immer bestehende lineare Relation ist in diesem Falle: 


CA Au nie 1.20 un Ga, p, + 4a,p, + a D, == 0. 
Eine Curve des Complexes zerfällt in zwei gerade Linien, 
wenn: 


(9) 


Do Pi Pa 
Pi: D: Ds 
Ds Ps Ds 
Durch diese Gleichung wird aber andererseits eine Fläche dritter 
Ordnung repräsentirt. 

Die Bestimmung der vier Doppellinien des Complexes führt 
nun dazu, die p in bestimmter Weiïse als lineare Funktionen von 
vier GrôBen 5,, s,, 8, 8, darzustellen, und diese letzteren wollen 
wir als die Coordinaten der Punkte im Raume ansehen. 

Die Gleichung des Kegelschnittes : 

(8) Stats k+s,X — 0 
geht, wenn wir die Coordinaten £ einführen, über in: 
(10) SE +E+E)+2S EE, +28,6,8, +28,ÈE, — 0, 


indem wir setzen: 


= 0. 


28, = S,+8,+5,+8,;, 
(11) 28, — LADA IE à 
25, = 89 — Si + Sa — 89 
28, = 8,—5,—5,+8,. 
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Die Bedingung dafür, daf der Kegelschnitt in zwei gerade 
Linien zerfällt, ist das Zusammenbestehen der drei Gleichungen : 


5 6 + 5, Ë + S, 6, = 0, 
St FT SE FE FF 0, 
Da 51 O1 bn F Do de = (0. 


Die Lôüsungen Ë,, Ë,, £, derselben geben die Coordinaten des 
Punktes, in dem sich die Linien des Linienpaares durchschneiden. 
Führen wir aber die Ausdrücke # ein, so schreiben sich diese 
Gleichungen : 


DE ES D PR EN TRI 
share, 0; 
SE —-S A —-5,X,+5,X, — 0. 


Hieraus folgt: 

(12) CAE A + SX, = 5,X, — 83 Lg» 

und setzen wir die so sich ergebenden Werte in die identische 
Relation : 


à X+X +X,+X, — 0 
ein, so wird sie: 


1 ch 1 1 
(13) FÉERIES 


Dies ist also in den Coordinaten s die einfache Gleichung der 
Fläche dritter Ordnung, deren Punkte zerfallenden Kegelschnitten 
des Complexes entsprechen. 

Die Form der Gleichung zeigt sofort, da8 die Fläche alle 
Kanten des Coordinatentetraeders enthält und in jedem Eckpunkte 
desselben einen Knotenpunkt besitzt. Diese vier Eckpunkte ent- 
sprechen den vier Doppellinien, die Kanten aber solchen Büscheln 
des Complexes, die aus lauter Linienpaaren bestehen. Die Schnitt- 
punkte dieser Linienpaare fallen alle in einen ,Hauptpunkt“ zu- 
sammen, die Linienpaare gehôren einem Strahlbüschel an und be- 
gründen in demselben eine Involution. 

Da mit jedem Strahlenpaare auch ein Punkt eindeutig be- 
stimmt ist, nämlich der Schnittpunkt der beiden Strahlen, so ist 
die Fläche dritter Ordnung, deren Punkten lauter Linienpaare 
entsprechen, ebenfalls punktweise eindeutig auf die Kegel- 
schnittebene bezogen. Auch jedem Punkte dieser Ebene ist nur 
ein Punkt der Fläche zugeordnet, denn in dem ersteren schneiden 
sich nur die Linien eines Linienpaares des Complexes. Ausge- 
nommen sind hiervon nur die sechs Hauptpunkte, die in der oben 
angegebenen Weise den Grundpunkt eines Büschels von Linien- 
paaren bilden und allen Punkten einer geraden Linie auf der 
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Fläche dritter Ordnung, nämlich einer Kante des Coordinaten- 
tetraeders, entsprechen. 

Hingegen sind den vier Knotenpunkten der Fläche in der 
Ebene alle Punkte je einer geraden Linie zugeordnet, nämlich 
einer Doppellinie des Complexes. Wenn die Linien eines Linien- 
paares zusammenfallen, wird natürlich ihr Schnittpunkt unbestimmt 
und kann auf der doppelt zählenden Geraden beliebig angenommen 
werden. Die sechs Hauptpunkte . sind die Ecken des von den 
Doppellinien gebildeten Vierseits. In der That bilden je zwei 
Linien, die durch den Schnittpunkt zweïer dieser Doppellinien 
gehen und dieselben harmonisch trennen, ein Linienpaar, das dem 
Complexe angehôrt. Jedes dieser Linienpaare hat eine Gleichung 
von der Form: 

SL +sE — 0, 
woraus man sofort sieht, daB sein entsprechender Flächenpunkt 
auf einer Kante des Coordinatentetraeders liegt. 

Die Coordinaten £ sind auf das Diagonaldreieck des Vierseits 
bezogen. Es bildet aber jeder Strahl durch eine Ecke dieses 
Diagonaldreiecks zusammen mit der gegenüberliegenden Seite immer 
eine zerfallende Curve des Complexes, so daB wir noch drei 
Büschel solcher zerfallender Curven erhalten. Die Gleichung einer 
derselben hat eine der folgenden drei Formen: 


(S 4, +5, ,) &, = 0, 
(S, A DE S, £,) ê, = 0, 
(s, A +SE)E — 0. 
_ Es ist also für sie immer : 

== 0 
oder: 
(14) S ++ ts = 0. 
Dies ist die Gleichung der Ebene, welche die Fläche dritter 
Ordnung in den drei, diesen drei Büscheln von Linienpaaren ent- 
sprechenden, geraden Linien schneiden muB, und zwar verbindet 
jede dieser geraden Linien die Schnittpunkte zweier Gegenkanten 
des Coordinatentetraeders mit der Ebene. 

Aus der Gleichung dieser Ebene geht die Gleichung der 
Fläche dritter Ordnung hervor, indem man die Coordinaten durch 
ihre reziproken Werte ersetzt. Auf diese Art ist die Fläche 
aber gleichzeitig eindeutig auf die Ebene bezogen, und diese Be- 
ziehung ist keine andere als die, in der sie zu der Ebene der 
Kegelschnitte steht. In der That legen die Grüfen #,, &,, &,, &,, 
die ihrerseits der Beziehung : 


A +A HE, +X, — 0 
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Genüge leisten, wenn man sie als Coordinaten in demselben 
Systeme wie die s ansieht, die einzelnen Punkte jener Ebene fest, 
mit ibnen sind aber die Coordinaten des zugehürigen Punktes auf 
der Fläche dritter Ordnung durch die Relation verbunden : 

86 ko — S, &, FF S,%, SE 85 Xg » 
also ïihren reziproken Werten proportional. — 

Die Kegelschnitte des Complexes, die auf einem ganz belie- 
bigen Kegelschnitte der Ebene ruhen, bilden ein quadratisches 
Netz. Die Gleichung des Kegelschnittes : 

S, (OF EE) +28,6,6,+ 25, 6,6, +25, 8,6, — 0 

in Liniencoordinaten «,, w,, #, lautet nämlich: 

(So — Si) ui + (85 — 83) us + (Si — S5) us 
+2 (S, STSe S;) Usus+ 2 (Ss s, STE S,) UÇUu, + 2 (S,S,—85,5,) UU, = 0, 
und diese Curve zweiter Classe ruht auf der Curve zweiter 
Ordnung : 
(16) Us + Fr Ugo 6 Œ Uss É à à 24, 5 d Es 2u,, 2 Ë: F 2u,, £, £, = 0, 
wenn: 
{ ET (S Di) + Ua (Ss ci S;) + Us (HS Si) 
Lau (S,S,— 8,8) +20, (8,8, —8, 8) +20, (88,88) = 0 
ist. Führt man für die S ihre Werte (11) ein, so geht diese Glei- 
chung über in: 


(15) 


(17) 


Us: (S T 8) (s, ‘x 83) re 2u% (S S3 — S 8) 
(13) + (8 +83) (8, + 5,) + 20, (5,8, —5,8,) 
+ Us (S cie 83) (s, er 8) + 24, (s, S3 — So $) — 0 
oder : 
(u 22 ŸT Usa — 24) So 81 + (Us us + 2) S3 83 
(19) sa (Ass F Un — 2u,) So 52 TT (us +u + 2u,:) S3 S1 
7 (ue, + Us — 24,3) So 53 + (u, + Us + 2u,s) SiS2 — 0. 


Faft man die s wieder als Punktcoordinaten im Raume auf, 
so stellt diese Gleichung eine Fläche zweiter Ordnung dar, die 
dem Coordinatentetraeder umschrieben ist, und die Gesamtheit 
der Kegelschnitte in der Ebene ist so eindeutig auf die Gesamtheit 
der dem Fundamentaltetraeder umschriebenen Flächen zweiter 
Ordnung bezogen. 

Setzt man in der Gleichung (16): 


(a) Uni = Us Us = Ur Ugs = Us Uys = Ulis gs = Usb, Us = Ubu) 
so geht der Kegelschnitt in eine doppelt gezählte gerade Linie 
über, und die Gleichung (19) stellt dann das quadratische Netz 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1900. Heft 1. 8 
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derjenigen Kegelschnitte im Complexe dar, die diese gerade Linie 
berühren. Die zugehôrige quadratische Fläche ist ein Kegel, und 
für die Coordinaten der Spitze desselben finden wir nach einer 
leichten Rechnang die Werte: 

(Sos 813 825 85) = 
(20) (1 (u,—u,) (u,—u,) (u,—u.) (u,—1,) (u,— 1.) en) 


————————mmmmm——— | o 


È (u, F Us) (u, + Us) é (u, az Us) (u, D u.) î (u, cd u,) (u, + u) 
Nuan ist aber identisch: : 


(u, cu U) (u, T u) (u, a: Us) (CA ie u,) (u, + u) (u, 5 u) 0 
(u, SE U) (u, t Us) (u, vi Us) (u, Fa u,) (CA Fe u,) (u, Æ u,) ; 


also wird wieder : 


seb be 


LR, ll 

F F 5 PTE = 0. 
Die Spitze aller Kegel, die auf die angegebenen Weise zu den 
(doppelt gezählten) geraden Linien der Kegelschnittebene gehôren, 
bilden wieder unsere Fläche dritter Ordnung, die wir als Dis- 
criminantenfläche bezeichnen kônnten. Dies ist auch geo- 
metrisch evident, denn die Spitze des Kegels entspricht einem 
Linienpaar, von dem eine Linie die gegebene Gerade ist, während 
die andere von den Polen dieser Geraden bezüglich aller Curven 
der Schar erfüllt wird, die auf sämtlichen Kegelschnitten des 
Complexes ruht. 

Fragen wir nun weiter, welche Flächen den Kegelschnitten 
dieser Schar selbst entsprechen, so ist zu beachten, daB, indem 
wir: 

(21) 1,+14,+1, = 0 
voraussetzen, eine beliebige Curve der Schar in der Form dar- 
stellbar ist : 

3 2 2 


(22) PRES EL = 0. 


Wir haben also in der Flächengleichung (19) : 
1 1 1 
@) u, = FR Uy — 1,' Us — Zi Us = 0, u, = 0, u, = 0 
zu setzen, und finden nach cinigen Reductionen : 
(23) 4 (s, si Eu Se 84) + À, (S Sa ae S3 8) + 4 (S S3 + S; 83) = 0. 


Wenn wir 4,, 4,, À, beliebig variiren lassen, so erhalten wir 
die sämtlichen Flächen zweiter Ordnung, für deren entsprechende 
Kegelschnitte das Fundamentaldreieck ein Poldreieck ist. Insbe- 
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sondere entsprechen den Kegelschnitten : 


—b+E+E = 0 
(24) E—E+E = 0, 
0 


E+E—E 


I 


die Flächen: 


80 8a + 854 = 0, 

Sos +818 — 

Dieselben enthalten je vier Kanten des Coordinatentetraeders und 
schneiden die Discriminantenfläche aufBerdem in je einem Kegel- 


schnitte. 
- Besonders zu beachten sind noch die Flächen zweiter Ordnung, 


die Kegelschnitten des Complexes selbst entsprechen. Dann haben 
wir zu setzen: 

bu, =v,=u4,; =T,, u,, =T,, = TT, u, = T,, 
und finden die Flächengleichung : 

(T,—T)s,s, +(T,—T,)5,83 + (To — Ts) 80 84 
+(T,—T,)s,5,+(T,—T)s,s, +(T,—T,)s,s, = 0. 


Nan ist aber: 


So +888 = 0, 
(25) 


(26) 


2T, SE b+thitétis, 
CE png AT RE 
(27) hPa ENT 


D RP el La 
wenn é,, 4, t,, {, die Coordinaten des dem Complexkegelschnitte 


entsprechenden Raumpunktes sind. Nach Einführung dieser Werte 
geht die Flächengleichung über in: 

(é, a" t) 5 8, ‘a (és sr t,) So S, 1.4 ((Z mn t,) S Sy 
r: (CA : x L)s, 8; GE (b 2 t,) S38 5 (6 LE t) Sy = 0, 
und aus dieser Form ist sofort ersichtlich, daB sie die erste 
Polaredes den Kegelschnitt repräsentirenden Raum- 
punktes für die Discriminantenfläche darstellt. 

Auf den Curven eines beliebigen Netzes in dem Kegelschnitt- 
complexe ruhen im Allgemeinen vier andere Curven dieses Com- 
plexes. Dem Netze entspricht im Raume eine Ebene, die für die 
Discriminantenfläche die zweite Polare der jene vier Kegelschnitte 
repräsentirenden Raumpunkte ist. 

Die tetraedrale cubische Punkttransformation, welche dadurch 
ausgedrückt wird, da man die Coordinaten eines Punktes durch 


(28) 
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ihre reziproken Werte ersetzt, führt jede Fläche zweiter Ordnung, 
die dem Fundamentaltetraeder umschrieben ist, wieder in eine 
ebensolche Fläche über. Fragen wir, wie die zugehürigen Kegel- 
schnitte in der Ebene sich entsprechen, so sehen wir sofort, daf 
auf diese Weise die Curve: 


2 2 2 : RU 
Us Li + Us Le + Us Ts + Ds Li Ds + Un Te Li + 2, 2, T, LE 0 
in die Curve: 
2 F] 2 
Un Ti + Un Lo + Us La — DU Da Es — DU LL — DUT, = 0 


übergeht. Diese einfache lineare Beziehung, welche übrigens durch 
keine Punkttransformation zu erreichen ist, wollen wir als die 
Hauptverwandtschaft zwischen den Kegelschnitten 
der Ebene bezeichnen. 

Es giebt nun vierfach unendlich viele Netze von Kegel- 
schnitten, auf denen ein Büschel von Kegelschnitten des Complexes 
ruht. Ein jedes dieser Netze besteht aus den Kegelschnitten, die 
dem gemeinsamen Poldreiecke zweier Curven des Complexes um- 
schrieben sind. .Die zu den Kegelschnitten des Netzes gehôrigen 
Flächen zweiter Ordnung haben dann immer alle eine gerade 
Linie gemein. Haben zwei Flächen zweiter Ordnung aber eine 
gerade Linie gemein, so schneiden sie sich auBerdem in einer 
cubischen Raumcurve. In unserem Falle entsprechen den Punkten 
einer solchen cubischen Raumcurve die Kegelschnitte einer cubischen 
Schar in dem Complexe, die ihrerseits die Eigenschaft haben auf 
allen Kegelschnitten eines Netzes zu ruhen. 

Wenn also von den vier (Grundpunkten eines Kegelschnitt- 
büschels drei die Ecken des gemeinsamen Poldreiecks zweier dem 
Complexe angehôrender Curven sind, so ruhen aufer dem Büschel, 
das diese beiden Complexcurven bestimmen, alle Kegelschnitte 
einer cubischen Schar in dem Complexe auf jenem Kegelschnitt- 
büschel, und das letztere gehürt einem Kegelschnittnetze an, auf 
dessen sämtlichen Curven die cubische Schar ruht und welches 
die besondere Eigenschaft hat, dafi unter den vier Schnittpunkten 
zweier beliebiger Curven in ihm immer die Ecken des gemeinsamen 
Poldreiecks eines Büschels von Kegelschnitten in dem Complexe 
enthalten sind. 

Ein derartiges Netz entspricht immer in der Hauptverwandtschaft 
einem anderem Netze, dessen sämtliche Curven einem solchen 
gemeinsamen Poldreiecke umschrieben sind. 


Der gegenwärtige Stand unserer Kenntnisse der 
Krystallelasticität. 


Referat für den internationalen physikalischen CongreB in Paris 
vom 6. bis 12. August 1900 


erstattet von 


W. Voigt. 


Vorgelegt am 9. April 1900. 


Einleitung. 

1) Aufgabe und Disposition des Referates. Die Organisations- 
Commission des internationalen physikalischen Congresses in Paris 
hat den Verfasser um ein Referat über den gegenwärtigen 
Stand unserer Kenntnisse der Krystallelasticität ersucht und 
dabei den Wunsch geäufert, daf der Bericht neben einer Auf- 
zäbhlung der neueren theoretischen und experimentellen Resul- 
tate auch allgemeine Gesichtspunkte über die Verwerthung der 
Symmetrieverhältnisse in der Krystallphysik enthalten und Vor- 
schläge für eine einheitliche Nomenclatur im Gebiete der Elasti- 
citätslehre bringen môüchte. 

Eine solche Aufforderung, kommend aus dem Lande, in dem 
die allgemeine Theorie der Elasticität begründet und die experi- 
mentelle Erforschung der Elasticitätsverhältnisse der Krystalle 
durch eine zu drei Malen von der ersten wissenschaftlichen Kür- 
perschaft gestellte Preisaufgabe als ein Problem von hervorragen- 
der Wichtigkeit characterisirt worden ist '), konnte dem Verfasser, 
der einen Theil seiner Lebensarbeit jenem Gebicte gewidmet hat, 
nur ehrenvoll und erfreulich sein. 

Die nachstehende Darstellung, durch die er dem geäuBerten 
Wunsche gerecht zu werden versucht, zertällt in sechs Theile, 
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denen einige allgemeine Bemerkungen über wissenschaftliche Nomen- 
clatur vorausgeschickt sind. 

Der erste Theil beschäftigt sich, einer von der Commission 
dem Verfasser ausdrücklich gegebenen Anregung folgend, mit den 
allgemeinen Eigenschaften jener speciellen gerichteten GrôBen, die 
in der Elasticitätslehre eine so groBe Rolle spielen und die von 
dem Verfasser als Tensoren den verwandten Vectoren gegen- 
übergestellt werden. Bei der Darstellung ist das Hauptgewicht 
auf die für das Weitere unmittelbar bedeutungsvollen Eigenschaf- 
ten gelegt; doch fehlt es nicht an Hinweïisen auf das Vorkommen 
der Tensoren in anderen Gebieten der Physik. 

Der zweite Theil setzt die Methoden auseinander, die bei der 
Entwickelung der Elasticitätstheorie benutzt worden sind (Fern- 
und Nahwirkungshypothesen) und wendet sich dann der Darstellung 
der allgemeinen Eigenschaften der Druckcomponenten in deformir- 
baren Kôrpern zu. 

Der dritte Theïl berichtet über die Ableitung der Beziehun- 
gen zwischen Drucken und Deformationen in elastischen Kôrpern 
unter besonderer Bezugnahme auf die Drehungen der Moleküle 
gegen die Volumenclemente. Er führt zwei Systeme elastischer 
Parameter (Constanten und Moduln) ein und zeigt ihr Verhalten 
bei Coordinatentransformationen. 

Der vierte Theil bespricht die allgemeinen Grundsätze für 
die Anwendung der krystallographischen Symmetrieelemente in 
der Krystallphysik und benutzt sie für die Specialisirung ver- 
schiedener in der Elasticitätstheorie auftretender scalarer Func- 
tionen, insbesondere des elastischen Potentiales. 

Der fünfte Theil beginnt mit der Aufzählung der Fragen, die 
durch die Bestimmung elastischer Parameter an Krystallen be- 
antwortet werden künnen, und schliefit daran eine Zusammenstellung 
der für die Berechnung von Beobachtungen nôthigen Formeln. 

Der sechste Theil enthält eine Uebersicht über die auf Kry- 
stallelasticität bezüglichen Beobachtungen und eine Verwerthung 
derselben zur Erklärung gewisser lange umstrittener Beobachtungs- 
thatsachen aus dem Gebict der Elasticität isotroper Kôrper. 

In einem Anhang werden die (Gesetze der T'hermoelasticität 
besprochen. 

Den Schluf jedes Theiles bildet eine kleine Anzahl von Leit- 
sätzen oder Thesen, welche bestimmt sind, dic wichtigsten ange- 
regten oder gelüsten Fragen des betreffenden Abschnittes über- 
aichtlich zusammenzufassen. 

2) Wissenschaftliche Nomenclatur. (rebiete, in denen vor Ent- 
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wickelung der allgemeinen Theorie specielle Probleme einge- 
hend studirt worden sind, werden im Allgemeinen einer systema- 
tischen Nomenclatur entbehren. Die Elasticitätslehre, in der die 
Fälle der Längsdehnung, der Biegung, der allseitigen Compression 
schon frühzeitig beobachtet sind, bietet hierfür ein auffallendes 
Beispiel. Insbesondere sind die alten Namen ihrer einfachsten 
Parameter (Elasticitätscoefficient, Elasticitätsmodul) wenig charac- 
teristisch und werden keineswegs von allen Autoren gleichmäBig 
angewendet. Auch auf die Unbestimmtheit des Begriffes ,groBer 
oder hoher Elasticität“, der ebensowohl nach der Seite groBer, 
wie kleiner Deformirbarkeit aufgefaft werden kann, darf hinge- 
wiesen werden. 

Das BedürfniB nach einer Reform ist demgemäf seit langer 
Zeit empfunden worden und hat für den Fall der isotropen Kôr- 
per eine Reïhe von neuen Namen veranlafit *), die einen wesent- 
lichen Fortschritt bedeuten, aber doch zumeist zu speciell gefaft 
sind, um eine Uebertragung auf den Fall der Krystalle zu ge- 
statten. Dem gegenüber hat der Referent scit vielen Jahren eine 
Nomenclatur für die Parameter speciell der Krystallelasti- 
cität benutzt, die eine Uebertragung auf isotrope Kürper unmittel- 
bar gestattet und die, wie es scheint, in Deutschland allmäblig 
allgemeineren Eingang findet. — 

Termini technici sollten nach des Refcrenten Ansicht entweder 
einer neutralen alten Sprache entnommen sein, oder kraft ihrer 
Deutlichkeit eine leichte Uebersetzung gestatten. Die Kürze 
kommt hierneben erst in zweiter Linie in Betracht. 

Diese Regel ist bisher in der That fast ausnahmslos befolgt 
worden, und die auffallende Ausnahme der letzten Decennien, der 
von England aus verbreitete ,curl“, bestätigt sie anscheinend. 
Der Name hat eben nur den Vorzug der Kürze, centspricht aber 
dem Wesen der Sache viel weniger, als das lateinische vortex 
(Wirbelstärke), dessen Bedeutung scit 30 Jahren feststeht, und das 
als Symbol in der abgekürzten Form ,vort“ ebensowohl benutzbar 
wäre, wie ,Cos“ für cosinus. 

Wie wenig die Länge des Namens seiner Verbreitung hinder- 
lich ist, zeigen recht überzeugend die von Maxwell eingeführten 
magnetischen und electrischen Permeabilitäten. Ob- 
wohl diese Namen an eine ganz specielle Deutung der Beobach- 
tungen anknüpfen und besonders umständlich sind, haben sie sich 
durch die ihnen eigene Anschaulichkeit schnell eingebürgert. 

Die vom Referenten für die Nomenclatur der Elasticitäts- 
theorie zu machenden Vorschläge werden weiter unten auseinan- 
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dergesetzt werden. Hier im Eingang môge nur betont werden, 
daB die betreffenden Namen, als zunächst den Aufgaben der Kry- 
stallelasticität angepañit, sehr allgemein gehalten sind. Es ist 
deshalb mit ihnen eine Vereinfachung und Modification der Be- 
zeichnungen für den Fall isotroper Kôrper sehr wohl vereinbar. 
Nur sollten dabei im Interesse der Einheitlichkeit nach Môglich- 
keit Grundsätze angewandt werden, welche die isotropen Kôrper 
nicht zu scharf von den Krystallen trennen. 


I. Ueber Tensoren und Tensortripel 5). 


3) Tensoren. In der Elasticitätslehre spielt neben Scalaren 
und Vectoren noch eine dritte Gattung physikalischer Func- 
tionen eine grofe Rolle, die bisher fast stets den Vectoren zuge- 
rechnet worden ist, obgleich sie ganz verschiedene Eigenschaften 
besitzt. Das beiden einzig Gemeinsame, nämlich der Umstand, 
daf beide Functionsgattungen durch eine ZahlgrôBe und eine Rich- 
tung characterisirt sind, erweist sich bei genauerer Betrachtung 
als nicht durchschlagend. In der That hat jene Richtung bei 
beiden Grôfenarten einen ganz verschiedenen Character; sie be- 
sitzt zwei verschiedenwerthige Seiten bei den Vectoren, 
zwei gleichwerthige bei jenen neuen Grôfen, und dies be- 
dingt wesentliche Verschiedenheiten ihres analytischen Verhaltens. 

Referent hat für diese Functionen den Namen Tensoren 
vorgeschlagen, der ebenso, wie der der Vectoren, von einem ein- 
fachen und anschaulichen Beispiel (der einfachen Dehnung eines Vo- 
lumens) abgeleitet ist; derselbe soll auch hier benutzt werden. 

Da die Anzahl der Bestimmungsstücke eines Tensors Z die- 
selbe ist, wie die eines Vectors V, nämlich drei, so wird man 
auch seine GrôBe und Richtung symmetrisch durch Componenten 
nach den Coordinatenaxen auszudrücken suchen. Aber während 
bei dem Vector die einfachen Projectionen auf diese Richtungen 
1): = Voos(V, ZX), Gr, Voos(V,T),1H =: cos (F, 2) 
zu diesem Zwecke sich boten, sind dieselben für einen Tensor 
nicht anwendbar; denn diese Projectionen, die bei einem gleich- 
zcitigen Wechsel des Vorzeichens und der Richtung von V unge- 
ändert bleiben, entsprechen gerade jener Einseitigkeit des 
Vectors, welche ihn vom Tensor unterscheidet. 

Die Zweiseitigkeit des Tensors gewinnt dagegen gleich- 
mäfig in zwei verschiedenen Arten von Functionen Ausdruck, die 
als Componenten nach den Coordinatenaxen bezeichnet werden 
künnen, da cine jede von ihnen cine Axe in ausgezeichneter Weise 
cinfübrt, 
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Als Componenten erster Art bezeichnen wir die Aus- 
drücke 
2)1AT=IT c08 (T, X), B= Toos'(T, Y), C = Tcos (T,Z), 
Sie bestimmen die Grüfe von Z durch die Formel 
8) T= A+B+C 
vollständig, seine Richtung durch 


A 
4 cos'(T,X) = os cos (I, Y) — Fo cos (T, Z) = Fe 


nur unvollständig, insofern der Octant unbestimmt bleibt, in dem 
T liegt. 

Als Componenten zweiter Art bezeichnen wir die Aus- 
drücke 
5) À'= Toos(T, Y)cos(T,Z), B'— Toeos(T, Z)cos(T, X), 

C'= Toos(T, X)cos(T, Y). 
Sie bestimmen die GrôüBe von T durch die Formel 
DO CAAT 

6) Post topo 
vollständig, ausgenommen in den Füällen, da T in einer Coordi- 
natenaxe liegt, wo der Ausdruck unbestimmt wird; die Richtung 
von T' ist dagegen durch die Formeln 


?) cos(T, X): cos (T, Y): cos (T, Z) = 


stets vollständig bestimmt. 

Da drei Stücke zur Bestimmung des Tensors ausreichen, so 
sind natürlich die beiden Componentenarten von einander abhängig ; 
in der That gilt 


£a 
AUDE UC 


8) AE LRO PCA AP. 
DC! EL: C'A' SRT A'D! 
9 É hé 7 ARS Ge CE à 


Für bestimmte Lagen des Coordinatensystemes wird je eine 
Componente erster Art mit dem Tensor selbst identisch, nie- 
mals aber eine Componente zweiter Art. Die Componen- 
ten erster Art erweisen sich hierdurch dem Tensor 
selbst gleichartig, die zweiter Art ihm verschic- 
denartig. | 

Vectorgrüen künnen durch geeignete Wahl der als positiv 
zu rechnenden Seite ihrer Richtung stets positiv gemacht werden; 
Tensoren sind bald positiv, bald negativ. Die Componenten À, P, C 
haben stets das Vorzeichen von T selbst, die 4’, B”, C' künnen 
das gleiche oder das entgegengesetzte haben. 
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Setzt man T je nach seinem Vorzeichen gleich + V? und legt 
V eine der beiden Richtungen von T bei, so stellen sich die Com- 
ponenten À, B, C als die Quadrate, die 4', B’, C' als die Producte 
der Vectorcomponenten F, G, H von V dar. Die Tensorcompo- 
nenten erster Art transformiren sich hiernach wie die Quadrate, 
die zweiter Art wie die Producte von Vectorcomponenten. 

4) Tensortripel. In der Natur kommen die Tensoren haupt- 
sächlich in Combinationen zu drei mit zu einander normalen Rich- 
tungen, aber mit von einander unabhängigen Grôfen vor. Wir 
nennen solche Systeme Tensortripel und bezeichnen sie durch 
de 2 T. 

Ein Tensortripel ist nach Lage und GrôBe vollständig und 
symmetrisch bestimmt durch die sechs Summen paralleler und 
gleichartiger Componenten der einzelnen Tensoren 


10) 4 —æ 94, Di 5, C=. SC, 

11) A'=SA,, D'= SB,, CSC, N=1,55; 
Zum Beweis betrachten wir den Tensor 

12) © — À cos (©, X)+ B cos (©, Y) + Ccos(®, 72) 

+92 4'cos(@,Y)cos(@,7)+2B'cos(@,7)cos(®,X)+2C'cos(@,X)cos(@, Y), 


der sich den 4, B, C gleichartig erweist, insofern er bei bestimm- 
ten Richtungen ®@ mit ihnen identisch wird. Ersetzen wir hier 
links © durch 1/9°, wobei @ eine auf den beiden Richtungen von @ 
aufgetragene Strecke bedeutet, so stellt 


13) 7 AGE (GX) BST) Ceos(o°2) 
+ 24'cos(e, Y)cos(o,Z)+2B'cos(o, Z)cos(oe, X)+2C'cos(o,X)cos(o,Y) 


cine centrische Oberfläche zweiten Grades dar, die auf ihre Haupt- 
axen bezogen ist, wenn 4’, B', C' verschwinden. Das letztere ge- 
schicht aber nur, wenn jedes der À4;, B}, C; für sich gleich Null 
ist. In diesem Falle wird nach S.B je eines der À, B, C mit 
T,, T,, T, identisch, — die Hauptaxen der Oberfläche (13) geben 
also durch ihre Richtung und GrüBe das Tensortripel T!, T,, T, an. 

Wie die Vectoren aus ihren Componenten mit Hülfe der 
Construction des Parallelopipedes erhalten werden, so 
resultirt ein Tensortripel mit Hülfe der Construction, welche die 
oben betrachtete Oberfläche zweiten Grades an die Hand giebt 
und die wir kurz als die Construction des Ellipsoides 
bezeichnen künnen. 

An dieser Stelle mag auf eine in der allgemeinen Mechanik 
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vorkommende hôchst wichtige Functionenreihe hingewiesen wer- 
den, welche die Natur von Tensorcomponenten besitzt. 

Die Trägheitsmomente eines Kôürpers um die Coordinatenaxen 
sind Tensorcomponenten erster, die entsprechenden Deviations- 
momente sind solche zweiter Art. Das zugehôrige Tensortripel 
ist dasjenige der Hauptträgheitsmomente. — 

Wie die Componenten eines einzelnen Tensors, so verhalten 
sich auch diejenigen eines Tensortripels bei Coordinatentransfor- 
mationen wie Quadrate und Producte von Vectorcomponenten. 
Hieraus flieft ein Merkmal dafür, unter welchen Umständen sechs 
paarweis auf je eine Coordinatenaxe bezogene Functionen als Com- 
ponenten eines Tensortripels aufgefaft werden künnen. Sind ihre 
Transformationseigenschaften die geforderten, so ist das zugehôrige 
Tensortripel nach der Methode des Ellipsoides aus ihnen abzuleiten. 

Es ist bekannt, daB die Vectorcomponenten F, G, H sich auf 
ein anderes Coordinatensystem derartig transformiren, daf die- 
selben Coefficienten auch für die reciproke Transformation gel- 
ten. Sind «,, B,, y, die relativen Richtungscosinus der beiden Coor- 
dinatensysteme X, Y, Z und X,, Y,, Z,, so kann man demgemäf 
den Zusammenhang zwischen den nach den beiden Systemen ge- 
wonnenen Componenten durch folgendes Schema angeben 

|F G H 
F6 % B i Pi 
14) G, œ, B 2 Va 
H, LAS B 3 Vs 
Dasselbe (orthogonale) Verhalten zeigen die sechs Aggregate 
F°, G, H°, GHV2, HFV2, FGV2 
und somit auch die aus den Tensorcomponenten gewonnenen Aus- 
drücke ” 
A, B, C, A'V2, B'V2, C'V2. 
Das System der Transformationscoefficienten lautet, falls V2 =r 
gesetzt wird, 

; [SA B C rA' rB' rC' 

A fun, N4p; vi VA 1Ya% rap, 
15) 


rA!|ra,a, rB,Bs r?293 (B:Ÿs + V:B3) (733 + 0273) (3 Bs + Bas) 
was wir abkürzen in 
| 


16) PEMEDERE ATEN 


A B C rA' rB'_rC 
ë 
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B) Beziehungen zwischen Scalaren, Vectoren, Tensoren.  Ist 
eine scalare GrôBe S eine Function eines Vectors V, d.h. also, 
symmetrisch ausgedrückt, die seiner Componenten F, G, H, so sind 
bekanntlich 


0S oS OS 
7 ET BA 
Vectorcomponenten specieller Art. Der wichtigste Fall ist der, 
daB S als Function der Coordinaten x, y, z gegeben ist. 


Analog sind nach ihren Transformationseigenschaften 


d’5S CAS os 

A = Spn 8, = 5ge = SE 
9) D 
PARDOOIL  E "OUPS OP0D 


Tensorcomponenten specieller Art. 

Ist der Scalar S als Function eines Tensortripels, d.h. als 
Function der sechs Componenten À, B, C, 4', B', C' gegeben, 
so sind 


os JS) ÔS 

19 À, = EYÉ B, 0EB' C, ETÉ 
; os ; CJS} ôS 
A = 4 B: i5pr = Eac 


gleichfalls Tensorcomponenten. 
Hiermit hängt zusammen, daB die aus zwei Vectoren, resp. 
aus zwei Tensortripeln abgeleiteten Grôfen 


20) S — F,F,+6G,G,+HH,, 
und 
21)  S— A,4,+B,B,+CC,+2(4'A+ B'B!+ CC!) 


scalare Functionen sind. 

Ist ein Vector V, als Function eines anderen Vectors V ge- 
geben, so kann man aus ihm Vector- und Tensorcomponenten 
durch folgende Operationen gewinnen | 


__ôH, 66, __0F, ôH, ôG, 0F 
OT PT PS DR CIS EE le PDT em 
__0F, 66. : + © GH 
23) À; Fe or ’ B, 0G ? C, 0H ’ 
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Haben die Functionen F,, G,, H, die Natur der F,, G,, H, in (17), 
so wird F,, G,, H, zu Null, 4,,.:.4;,-. werden mit den À4,,::: 
A!,-- in (18) identisch. 

Der häufige Fall ist auch hier der, daf die unabhängigen 
Vectorcomponenten Æ, G, H mit den Coordinaten identisch 
werden. Dann ist der in (22) dargestellte Zusammenhang dem 
sonst durch V, = curl V, oder V, = vort V, bezeichneten gleich. 
— Der allgemeine Fall giebt Veranlassung zu einer principiell 
wichtigen Bemerkung. 

In verschiedenen Gebieten der Krystallphysik kommen lineäre 
Beziehungen zwischen verschiedenen Vectoren vor. Schreiben wir 
eine solche 


= À,F+4,G+4,H, 
24) G, = ,,F+1,,6+1,,4, 
H, = 1,,F+1,,6+1,4H, 
und wenden wir die Gleichungen (22) und (23) darauf an, so 


resultirt 
25) Ass — A3 = F}, li — ln = Ga li — ds = H,, 


26) À, = À}, dl, — hr, ls —= C;, 
4 (A3 + 33) = v. Es + ds) Da HE +4) SG C+. 


Die neun Constanten des Ansatzes (24) bestimmen also drei Vec- 
tor- und sechs Tensorcomponenten. In gewissen Fällen (z. B. bei 
magnetischer und diélectrischer Influenz) bestehen allgemein die 
Beziehungen 4, — 4,,, in anderen (z. B. bei Wärme- und Electri- 
citätsleitung) gelten sie nur für gewisse Krystallsysteme. Finden 
sie statt, so ist der Krystall durch ein einziges ihm individuelles 
Tensortripel (das der Hauptpermeabilitäten oder Hauptleitfähig- 
keiten) in Bezug auf die betreffenden Vorgänge vollständig cha- 
racterisirt; im andern Falle kommt noch ein Vector hinzu. 
Diese Resultate, denen noch andere zur Seite gestellt werden 
kôünnen, sind deshalb von Wichtigkeit, weil sie zeigen, daf nicht 
nur Variable, sondern auch constante Parameter die 
Natur von Vector- und Tensorcomponenten haben. 


Thesen. 


Die Tensoren haben, als gerichtete GrüBen, eine gewisse 
Verwandtschaft mit den Vectoren; indessen bedingt die Zweiscitig- 
keit der Tensoren wesentliche Unterschiede in dem bciderseitigen 
Verhalten. 

Die bei tensoriellen Vorgängen im Allgemeinen stets auftre- 


S) 
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tenden Tensortripel mit ihren sechs von einander unabhängi- 
gen Componenten haben bei den Vectoren keïinerlei Analogon. 

Da überdies Tensortripel in den verschiedensten Gebieten der 
Physik bei Variabeln, wie bei constanten Parametern auftreten, 
so ist eine selbstständige Behandlung der Tensoren sachgemäB. 


IL. Allgemeine Eigenschaften der Drucke in deformirbaren 
Kôrpern. 


6) Fernwirkungs- und Nahwirkungstheorie. Wie so manches 
andere Gebiet der theoretischen Physik, so ist auch die Elasti- 
citätstheorie zuerst erschlossen worden mit Hülfe einer speciel- 
len Vorstellung über den Mechanismus des Vorganges, die wir 
kurz die molekulare nennen wollen. Der Kürper wird aus 
discreten KElementarmassen -— Moleküle im weiteren Sinne des 
Wortes — aufgebaut gedacht, die durch ihre nur in unmerklichen 
Entfernungen merklichen Wechselwirkungen in ihren Positionen 
erbalten, resp. aus denselben bewegt werden. Speciell für einen 
homogenen undeformirten Krystall wird angenommen, da8 seine 
Moleküle identisch, gleichorientirt und derartig regelmäBig ver- 
theilt sind, daf jedes Molekül von anderen in der gleichen 
Weïise umgeben wird. Die Wirkungsweite wird als sehr gro 
gegen den Abstand benachbarter Moleküle betrachtet, und es wird 
festgesetzt, da die Deformationen derartig langsam mit dem Ort 
varüren, da die Vertheïlung der Moleküle auch im deformirten 
Krystall innerhalb des Bereiches der molekularen Wirkungssphäre 
als regelmäfiig in dem oben erürterten Sinne angesehen wer- 
den kann. 

Die auf derartigen speciellen Grundvorstellungen zuerst von 
Navier‘), Cauchy) und Poisson‘) aufgebaute molekulare oder 
Fernwirkungstheorie gerieth schon frühzeitig in Mifcredit, da 
sie die Erscheinungen der Elasticität in isotropen Kôürpern von 
einer cinzigen Componente abhängig macht, und zahlreiche Beob- 
achtungen mit diesem Resultat in Widerspruch zu stehen schienen. 

Su gelangte cine neue Theoric zeitweise zur allgemeinen 
Geltung, welche in ciner für andere Gebiete der Physik vorbild- 
lichen Weise die Elementargesetze der Elasticität dadurch erhält, 
daB sie die Materie innerhalb der Kürper als continuirlich ansicht, 
die Wechselwirkung zwischen verschiedenen benachbarten Theïlen 
in ihre Trennungsfläche verlegt und die Grundformeln der Elasti- 
citätsthcorie durch Anwendung der Schwerpunkts-, der Flächen- 
siitze und der Energiegleichung auf gecignet gewählte Volumenele- 
meute des betrachteten Kürpers gewinnt”). Diese Theorie, die 


9 
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wir kurz als Nahwirkungstheorie bezeichnen, liefert für 
isotrope Medien, im Gegensatz zu der vorigen, zwei characteri- 
stische Constanten und hat sich in allen ihren Resultaten mit der 
Beobachtung im Einklang erwiesen. 

Längere Zeit, nachdem die Molekulartheorie der Elasticität 
bei isotropen Kürpern zu Bedenken geführt hatte, erlitt sie auch 
bei Krystallen eine Niederlage nach der anderen; denn die für 
jene Kürper von ihr gelieferten Gesetze erwiesen sich in den 
meiïsten Fällen als mit der Beobachtung nicht vereinbar, während 
die aus der Nahwirkungstheorie folgenden sich bestätigten. Wir 
gehen weïiter unten auf diesen Punkt ausführlicher ein. — 

Wenn man sich kein anderes Ziel steckt, als die Elementar- 
gesetze der Elasticität in einer der Wirklichkeïit entsprechenden 
Form zu gewinnen, so wird man sich mit den durch die Nah- 
wirkungstheorie gelieferten Resultaten zufrieden geben, ohne zu 
fragen, warum die Molekularhypothese zu unrichtigen Resultaten 
fübrt. Wenn man aber nach einer consequenten allgemeinen Thev- 
rie der Materie strebt und im Auge behält, welche auBerordent- 
‘ lichen Resultate in anderen Gebieten mit Hülfe analoger Hypo- 
thesen gewonnen sind, so wird man eine Untersuchung über die 
Ursachen, welche dieselbe im Gebiete der Elasticität anscheinend 
versagen liefen, für lehrreich halten. Eine solche Untersuchung 
zeigt nun, daf die ältere Molekulartheorie der Elasticität von 
einer unnôthig specialisirten Grundvorstellung, nämlich der Hy- 
pothese in der Verbindungslinie liegender und allein von der Ent- 
fernung abhängiger Molekularwirkungen ausging und nur aus die- 
sem Grunde scheiterte. 

Von der Unzulässigkeit dieser Vorstellung hätte übrigens 
schon eine einfache Ueberlegung des Mechanismus der Wachs- 
thumserscheinungen von Krystallen überzeugen müssen. Denn der 
regelmäBige Aufbau eines aus einer Lüsung oder einem Schmelz- 
flu8 gebildeten Krystalles ist doch allein dann verständlich, wenn 
auf das dem wachsenden Krystall zuwandernde Theilchen ein 
richtendes Drehungsmoment wirkt, welches dasselbe in 
paralleler Orientierung den schon im Krystallverband vorhandenen 
anlagert. Mit solchen Drehungsmomenten sind aber nach dem 
Energieprincip wechselwirkende Kräfte, die in der Verbindungs- 
linie liegen und nur von der Entfernung abhängen, unvereinbar. 
Denn die Existenz der Drehungsmomente erfordert ein von der 
gegenseitigen Orientierung abhängiges Potential der Wechselwir- 
kung, und ein solches führt auf Krüfte, die mit der Richtung 
variiren und im Allgemeinen nicht in die Verbindungslinie fallen. 
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Eine molekulare Theorie, die diesen Umständen Rechnung zu 
tragen sucht, hat bereits Poisson) in seiner letzten unvollen- 
deten Abhandlung entworfen; aber er macht noch einige beschrän- 
kende Annahmen, und seine Resultate sind demnach specieller, als 
die der Nahwirkungstheorie, und theilweise nicht mit der Beob- 
achtung vereinbar. Eine allgemeinere Darstellung, die vom Refe- 
renten herrübrt°), soll im Folgenden skizzirt werden. 

7) Druckeomponenten in deformirbaren Kôrpern. Seit den grund- 
legenden Arbeiten von Cauchy und Poisson ist es allgemein üblich, 
auch die molekulare Elasticitätstheorie nicht auf die Be- 
trachtung des einzelnen Moleküles, sondern auf die eines Vo- 
lumenelementes zu gründen, das groB gegen die Wirkungsweite 
der Molekularkräfte ist und somit eine überaus groBe Anzahl von 
Molekülen enthält. Die Wirkung der das Volumenelement umge- 
benden Moleküle findet dann nur auf die der Begrenzungsfläche 
unmittelbar anliegenden innern Moleküle statt und combinirt sich 
zu den sogenannten Druckcomponenten. 

Diese letzteren sind bekanntlich durch Cauchy und Poisson !°) 

definirt als die Summen paralleler Componenten, die 

| è | alle Moleküle (1) innerhalb eines geraden, über einem 

Fe Flächenelement q errichteten Cylinders erfahren 

von allen Molekülen (a), die auf der andern Seite von q liegen, 
— dividirt durch q, d.h. reducirt auf die Fläche Eins. 

Da die Dimensionen des Flächenelementes gro sind gegen 
die Wirkungsweite der zwischen den Molekülen stattfindenden 
Kräfte, und da diese Wirkungsweïite wiederum groB ist gegen den 
Abstand benachbarter Moleküle, so kônnen diese Druckcompo- 
nenten in einem homogenen Kürper als allein von der Orientirung 
des Flächenelementes abhängig gelten; in einem seinem Zustand 
nach stetig mit dem Ort variirenden Kürper sind sie aufBerdem 
noch Functionen der Coordinaten. 

Man pflegt die Orientirung des Flächenelementes durch die 
Richtung der Normalen # zu bestimmen, welche positiv nach der 
Seite (1) gezählt wird, auf der die angezogenen Massen liegen, — 
d. h. also, falls es sich um das Element einer Oberfläche handelt, 
die das betrachtete Volumen umschlieft, von aufen nach 
innen positiv. 

Was die Bezeichnung der Druckcomponenten angeht, so kann 
wohl kein Zweifel darüber sein, daf ein Symbol mit zwei 
Buchstaben, der eine für die Richtung der Componente, 
der andere für die Richtung der Flächennormale, 
allein der Sache entspricht. Man kommt so fast mit Nothwendig- 
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keit zu dem wohl zuerst von Fr. Neumann!) gemachten Vor- 
schlag, die Componente in einer Richtung S gegen ein Fläichen- 
element mit der (inneren) Normale » durch $, zu bezeichnen. Nach 
der im Vorstehenden gegebenen Definition ist dann also 

27) gs, = 228; 

wobei $, die Componente der von einem Molekül (a) auf ein Mo- 
lekül (i) ausgeübten Kraft nach der Richtung S$ bezcichnet, und 
Y. über alle Moleküle auf der negativen Seite von g, S, über 
alle in dem nach der positiven Seite construirten Cylinder liegenden 
zu nehmen ist. 

Für die zu den Coordinatenaxen parallelen Druckcomponenten 
gegen die zu den Coordinatenebenen parallelen Flächenelemente 
ergiebt sich so von selbst das System Bezeichnungen 

X$; 2.6 X4 Y'; Ys FE Zu 1 L 
die in der Abkürzung X,.../7 immer in dieser Reihenfolge ge- 
schrieben zu denken sind. 

X,, Y,Z, kann man passend als normale, Y,Z,7, X,X,1 
als tangentiale Drucke bezeichnen; ebenso allgemeiner $,, 7! 
einerseits, S, T. anderseits, wenn é 1 «. 

Poisson?) hat gezeigt, daf nach der oben gegebenen Defi- 
nition die Druckcomponenten gegen Parallele zu den Covrdinaten- 
ebenen sich folgendermafien berechnen. Es ist 
28). X,— —+rS2X, Y, = -LySx}, Z,——+kySxZ,u.s.f. 
wobei die Summen $S über alle Kräfte X, Y, Z zu erstrecken sind, 
die ein Molekül von allen übrigen mit den relativen Coordinaten 
2,y,2 erfährt, und » die Anzahl der Moleküle in der Volumen- 
cinheit bezeichnet. 

Aus den vorstehenden Werthen der Druckcomponenten folgen 
die Beziehungen 


29) X, = X,cos(n,x)+ X, cos (n, y) + X, cos (n, z) u.s. f. 
Es ist bekannt, daB die Nahwirkungstheorie gleichfalls auf diese 
fundamentalen Gleichungen führt. — 

So lange es sich um Drucke gegen ein und dasselbe Flichen- 
element handelt, sind die GrüBen X,, Y, Z, gewühnliche Vector- 
componenten, also mit dem resultirenden Vector ? 
druck, verbunden durch die Beziehungen 
3U) FX hd /2: 

Déc (P SX Dténs(Pi) = Yi) Pvco8 (7, 7) =24 1e 

Läft man aber die Richtung der Normalen n bei ungeünder- 


0 « 


dem Gesammt- 


n) 
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tem Ort des Flächenelementes beliebig, so treten complicirtere 
Beziehungen ein. - 

Nach den Transformationseigenschaften der X,,...Z, die 
direct aus ihren in (28) enthaltenen Definitionen und umständlicher 
auch aus den Gleichungen (29) und (31) hervorgehen, sind nämlich 
X,, Ÿ,Z, die Componenten erster, 

1(7,+2), 5(Z+2X), $(X,+Y) 
die Componenten zweiter Art eines Tensortripels, dagegen 
(Y,—2Z,), (Z.—X,), (X,—Y) 
die Componenten eines Vectors. 

Die Tensoren des Tripels sind nach S.6 den Componenten 
erster Art gleichartig, also wie sie, Normaldrucke, die so- 
genannten Hauptdrucke, welche P,, P,, P, heïfien mügen; der 
Vector ist nach der directen Anschauung das auf die Volu- 
meneinheit bezogene Drehungsmoment, das der Kôür- 
per in Folge der innern Drucke erfährt. — 

Wir haben bisher ausschliefilich die Druckwirkungen der 
zwischen den Molekülen ausgeübten Kräfte in Betracht gezogen, 
es ist aber klar, da die zwischen ihnen wirkenden Drehungs- 
momente oder Kräftepaare eine analoge Behandlung gestatten. 
Auch sie kommen bei dem betrachteten Volumenelement allein in 
Summen von der in (27) enthaltenen Form zur Geltung, die man 
als Momentendrucke bezeichnen kann; für eine beliebige 
Drehungsaxe D schreiben wir etwa 
32) gD, Fr pa > D, 
wobei die Summationen so zu nehmen sind, wie S. 129 dargelegt ist. 

In den speciellen Fällen, daf die Momente um die Coordi- 
natenaxen genommen sind, und da die Drucke gegen Parallele 
zu den Coordinatenebenen wirken, erhält man die neun speciellen 
Momentendrucke 

LL, L, M,M,M, N,N,N, 
die den X,,...Z, genau entsprechen. 

Die molekularen Drehungsmomente werden durch die Ener- 
giegleichung in einen bestimmten Zusammenhang mit den moleku- 
laren Kräften gebracht. Wendet man wieder die Bezeichnungen 
X,,.. und Z,,... für die Componenten und Momente an, die ein 
Molekül (i) von einem Molekül (a) erfährt, und setzt man die 
relativen Coordinaten 

La, = Tes WT Ye = Vus TL = Éie 
so gilt'#) 
à 
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33) L + Li+ Zi Vu Yiuty = 0, 08. f. 

Sind speciell die Moleküle gleich orientirt, so ist nach Sym- 
metrie L,, — L,, also 
34) L,, = EP ZioYi) & 8. f 

Da nach der Annahme innerhalb der Wirkungssphäre der Mo- 
lekularkräfte die Moleküle auch nach der Deformation des Kürpers 
mcerklich parallel sind, so gestattet die letzte Formel die Anwen- 
dung in den Summen für L,...N. Da aber die Wirkungsweite 
nach dem oben (esagten als eine unendlich kleine GrôBe (zweiter 
Ordnung sogar) zu betrachten ist, so ergeben sich diese Summen 
in derselben Weïse unmerklich klein neben denen, welche die 
Druckcomponenten X,,....Z definiren, wie z. B. in der Capilla- 
ritätstheorie die La place’sche Constante H unmerklich ist neben 
der Constanten X. Wir werden daher, abgesehen von hier nicht 
in Betracht kommenden speciellen Fällen, von der Einführung 
der Momentendrucke absehen künnen. | 

8) Die allgemeinen Bewegungsgleichungen. Die Probleme, 
die sich auf das Verhalten einer Function innerhalb eines Rau- 
mes beziehen, erfordern die Aufstellung von Bedingungen, die 
zu jeder Zeit für jeden inneren Punkt gelten, neben solchen, 
die sich nur auf die Punkte der Oberfläche, und solchen, die sich 
nur auf einen bestimmten Zeitpunkt beziehen. Eine allgemein 
anerkannte Bezeichnung der verschiedenen Arten von Formeln ist 
nicht vorhanden. Der Sache würde gut entsprechen, die Be- 
dingungen erster Art als Hauptgleichungen, die zweiïter als 
Oberflächenbedingungen und die dritter als Anfangs- 
bedingungen zu bezeichnen. 

Die Kräfte, welche auf deformirbare Kürper ausgeübt werden 
künnen, zerfallen in solche, die auf innere, und solche, die auf 
Oberflächenpunkte wirken. Die ersten künnen passend als räum- 
liche Kräfte oder Volumenkräfte bezeichnet werden, wenn 
sie auf die Volumeneinheit, als Massenkräfte, wenn sie 
auf die Masseneinheit bezogen sind. Die letzteren Kräfte 
werden passend äuBere Drucke genannt. 

AeuBere Momentendrucke auszuüben haben wir aus den oben 
erürterten Ursachen kein Mittel; dagegen wollen wir aus be- 
stimmten Gründen die Môglichkeit zulassen, von aufen her mole- 
kulare Drehungsmomente, räumliche Momente auf innere 
Punkte auszuüben. Dies würde z. B. dann müglich sein, wenn die 
als Moleküle bezeichneten Elementarmassen electrische oder mag- 
netische Polaritäten besäfBen, und der Kürper in ein electrisches 
oder magnetisches Feld gebracht würde. 
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Bezeichnen wir die räumlichen Componenten und die räum- 
lichen Momente nach den Coordinatenaxen mit X’, Y’, 7’ und 
L', M',N’, verstehen wir unter @ die Dichte, setzen wir -unend- 
lich kleine Verrückungen s mit den Componenten w,v,w voraus 
und vernachlässigen die Producte aus den Rotationsbeschleunigungen 
in die unendlich kleinen Trägheitsmomente der Moleküle, so nehmen 
die Hauptgleichungen der Elasticität die folgende Form an 
35) ee De De = 0 msf 
36) Z2,—Y,-L = 0, u.s.f 

Die Oberflächenbedingungen wollen wir in der Form schreiben, 
daB wir die äufern Drucke mit den Componenten (X),(Y), (2) 
einführen. Sie lauten dann 
37) X, = (X), Y, = (Y), Z, = (2), 
wobei n die innere Normale auf dem Oberflächenelement bezeich- 
net, und G bedeutet, daf die Funktion G in der Oberfläche zu 
nehmen ist. 

In dem speciellen Falle, daB kôrperliche Drehungsmomente 
nicht ausgeübt werden, gehen die Formeln (36) in 


38) Yr= 2, Z=X;1X, = Y, 
über; hier werden also die nur sechs unabhängigen Druckcom- 
ponenten 


X, Je Z, E = Z Z, Es X,, X, SE FF 
die jederzeit in dieser Reïhenfolge geordnet werden mügen, direct 
zu den Componenten erster und zweiter Art des Tri- 
pels der Hauptdrucke P,,P,, P.. 
Es mag bemerkt werden, da hier die Componenten 
X,,..X, nicht nur Bestimmungsstücke des Tensortri- 
pels darstellen, sondern ihm auch aequivalent sind. 


Thesen. 

Die Bezcichnung $S, für eine parallel zu S liegende Druck- 
componente gegen ein Flächenelement mit der (innern) Normale » 
ist nach Anschaulichkcit und Bewcglichkeit allen andern vorzu- 
zichen. 

Die Bedingungsgleichungen für räumliche Probleme werden 
passend in Hauptgleichungen, Oberflächenbedingungen 
und Anfangsbedingungen zerlegt. 

Aeufere Kräfte, die auf innere Punkte wirken, werden, wenn 
auf die Masseneinheit bezogen, passend als Massenkräfte, wenn 
auf die Volumeneinheit bezogen, passend als räumliche, 
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oder Volumenkräfte bezeichnet. Im allgemeinen empfiehlt 
es sich, die letztere Darstellung zu bevorzugen. 


UT. Specielle Gesetze der Drucke in elastischen Kôrpern. 


9) Allgemeine Beziehungen. Die neun Druckcomponenten 
X,,..Z, sind nach der molekularen Theorie ganz allgemein durch 
die Formeln (28) definirt. Unter den auf $S. 128 zusammengestell- 
ten Voraussetzungen und unter der Annahme, da8 der Kürper 
aus einem Zustand, in dem alle Drucke verschwinden, durch 
unendlich kleine stetige Verrückungen- mit den Componenten 4, v,w 
und begleitende unendlick kleine stetige Molekulardrehungen mit 
den Componenten /,»,n deformirt wird, lassen sich die in jenen 
Formeln auftretenden Summen auswerthen !!). 

Das Resultat der M pa sind neun Formeln von der Gestalt 

—X —= C Ge + Cu Dee —n) 
Ôy 


æ 11 0x 
39) +C (ii - n)+ Cu SE +C _ 
14 0x 15 Sy 16 
“i (SE + +m) + (Sr ! de gs . 


in denen die (,, dem Kürper (im undeformirten Zustande) und der 
Orientirung des Coordinatensystemes individuelle Parameter be- 
zeichnen, die sich einerseits durch das Gesetz der Elementarwir- 
kung, andrerseits durch die Vertheilung der Moleküle im Raum 
bestimmen, und zwischen denen die Beziehungen C,, — C,, bestehen. 
Die Zahl der von einander unabhängigen Constanten C,, ist somit 45. 
Wirken auf den Kürper räumliche Drehungsmomente L’, M", N° 
nico onistanisos DAchr(S0NT — Ze Ze XX, y T5080 
lassen sich mit Hülfe dieser Beziehungen die Drehungscomponenten 
l,m,n aus den Formeln für die Druckcomponenten climiniren. 
Das Resultat dieser Operation sind sechs Ausdrücke für die 
Druckcomponenten 
X, },, Z,, Y, = 2, 2, = X, X, = }, 
welche homogen lineär sind in den scchs Argumenten 
Ou Ov Ow Ov Ow Ow Où Ou 0v 
6x" 6j ds 07 ‘op 07 de op. dx! 
die bekanntlich für die ganze Theorie der Elasticität fundamen- 
tale Bedeutung haben und weiter unten noch besprochen werden 
sollen. Hier mag nur eine abgckürzte Bezeichnung für sie eim- 
geführt werden. 
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Wie die sechs Druckcomponenten, so bezieht sich auch jeder 
der obigen sechs Differentialausdrücke auf eine resp. auf zwei 
Coordinatenaxen und es bietet sich daher ganz von selbst eine 
zu derjenigen der Druckcomponenten analoge Bezeichnung dar. 

Wir setzen nach dem Vorgange von Kirchhoff:) 


Ou ov O1 Ov . 0w 


= À, dx * oy =, 4; 


où _ “*Oÿ "6 


LL POLAR ee rene ef à om alt 
one" dE ANG PORT CNE 


40) 


werden jedoch weiter unten die Nachtheïle, welche diese Bezeich- 
nung trotz unleugbarer Vorzüge hat, darlegen. 

Die obigen sechs Argumente x,...z, werden im Weiteren 
jederzeit in dieser, derjenigen der Druckcomponenten entsprechen- 
den Reihenfolge geordnet angenommen. 

Das Resultat der oben erwähnten Elimination sind dann sechs 
Gleichungen von der Form 
41) —X, = Cal, + C9, Fos Fa + CE, Flo T,) 
in denen die c,, der Substanz des Kôrpers und der Orientirung des 
Covrdinatensystems individuelle Parameter bezeichnen. Zwischen 
ihnen bestehen die Beziehungen 
42) Ci = C3 
die Zahl der von einander unabhängigen Parameter c,, ist somit 21. 

Aufer den Gleichungen (41) ergeben sich noch drei lineäre 
Beziehungen zwischen den Drehungscomponenten /,m”,n" und den 
neun Differentialquotienten Ou/0x ... Ôw/0z, die sich in bemerkens- 
werther Weise ordnen lassen. 

Fübrt man nämlich die Componenten 


; 0ow Ov Ou Ow OÙ Ou 
a) a=4(9-5) ei), v=1(2-#) 
der Drehung des Volumenelementes in Bezug auf die Coordinaten- 
axen cin, so werden die Gleichungen homogen lineär in den neun 
Argumenten 

l—A, M—u, Nn—v, À, y, 25 Yn 2, À. 
Die relativen Drehungen der Moleküle gegen die Volumenelemente 
stellen sich somit als lineäre Functionen von x,,...x, dar. — 

Es mag nun erürtert werden, wie die Methode der Nahe- 
wirkungstheorie zu den analogen Resultaten gelangt. Dabei wollen 
wir, um die Symmetrie der Behandlung vollständig zu machen, 
zunächst die Einwirkung räumlicher Drehungsmomente 1, M’, N’ 
auf die Elementarmassen, wie zuvor, zulassen, Faft man die drei 
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Formeln (35) mit den Factoren du, dv, dw, die drei Formeln (36) 
mit dl, dm, dn zusammen, wobei die ersteren Faktoren die auf dt 
bezogenen Aenderungen der Verschiebungscomponenten, die letz- 
teren diejenigen der molekularen Drehungscomponenten bezeichnen, 
und integrirt das Resultat über den ganzen Kôürper oder auch 
einen beliebigen Theïl desselben, so erhält man die Gleichung der 
lebendigen Kraft für den betrachteten Bereich. Die dem Diffe- 
rentiale der lebendigen Kraft gleiche Arbeïit zerfällt in die Arbeit 
der räumlichen Kräfte, der räumlichen Momente, der äuBern 
Drucke und schlieflich in den als Arbeit der innern Drucke 
an der Volumeneinheit aufzufassenden Ausdruck 

da = X,dx,+ Y,dy,+ Z,de, 
4) +4(2,+2,)dy,+4(Z.+X)de, + E(X,+ Y,) dx, 

+ (Z-2)d(—-1)+(2.—X,)d(m—u)+(X,—Y)d(n—v). 

Nan mu nach den Grundsätzen der Thermodynamik da das (ne- 
gative) Differential einer nur vom augenblicklichen Zustand an 
der betrachteten Stelle abhängigen Function, des allgemeinen 
elastischen Potentiales ® der Volumeneinheit, sein. 
® ergiebt sich hieraus als eine Function von {—4, m—u, n—, 
z,;,...æ, und es muf gelten 


0 0 0 
AT = y Gant 
0® _0® 
45) RATS Z+x)=-Ÿ, (ZX, + Y,) = Ôx Fa 
0® 0 0® 
Ru ” ô((—1)' Fe ” (mu) Sn om 


Die unbekannte Function @& denken wir uns nun nach Potenzen 
der neun Argumente entwickelt. In dem Resultat hat das con- 
stante Glied keinen Einfluf und kann beseitigt werden; das 
lineäre Glied würde auf Drucke auch im nicht deformirten Kôrper 
führen und muB nach der oben gemachten Annahme verschwinden. 
So erhält man als niedrigstes Glied der Entwickelung, das, sowcit 
die Beobachtung dies gestattet, als einziges beizubehalten ist, 
einen in Æ,; Yÿ Zn Yu 2 Lys L—À, M—u,n—v homogenen Ausdruck 
zweiten Grades. 


Wir setzen 
46) D = p+Y+x 
wobei bedeutet 
2p = a, 2+20,2,y,+20,7,2,+..-+ 2x, x, 
47) + LAN y, ua 24, VA £, £ Ed + 20% y, x y 


10* 
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pi (—12) (B:: Z, + bis r: " +6,,%,) 
48) : + (m—u) (Bat, + B39, +: +BuX, 
4 (n—») (But. Bu LA + Bu %,), 
2 = 7,2) +27, (— A) (m—u) +2y:3 Ü — 4) (n—v) 
43) + Ya(m—u) +27 (mu) (0 —v) 
5 Vss (n Fi v}* 
wobei &, —= y Yx — Y», aber nicht nothwendig B,, — B,, ist 
Die &y, By Ynx bezeichnen dabei der Substanz und dem Coor- 
dinatensystem individuelle Parameter. Nach diesen Ansätzen gilt 
dann 


ë0) x tn, ÉÉRUEZD LE =, Fes 
oi re m0 (b+ À) 
51) Let, = bus t 


Wird die Wirksamkeit räumlicher Drehungsmomente L’, M’, N° 

ausgeschlossen, so ist 
Or 0 ss ares ca Er) 

qe) Oll==A) _« à -O(mouh. 0, O(n—v) sn 
Diese drei Gleichungen bestimmen {—2, m—u, n—v durch x,,...x,. 
Setzt man die aus ibnen folgenden Werthe in die Function v ein, 
so wird sie in &,...24, homogen vom zweiten Grade. Wir kônnen 
demgemäf schreiben 


2(p+%) + 2f A Cu œ,+20,%, Y,+20,2,2,+:: + 20,,t æ x, 


53) LE Coo y, +20,39,2,+:: - + 20,,y,% y 
wobei nun gilt: 

sh, utile. pue 
54) nie HOLS don 


f wird als das elastische Potential im engern Sinne 
des Wortes bezeichnet. 

Es ist klar, daf die hier abgeleiteten Resultate 
mit den auf $S. 134 erhaltenen vollständig überein- 
stimmen. 

Die Fernwirkungstheorie vermag aber in einer wesentlichen 
Hinsicht über dies auch von der Nahwirkungstheorie gelieferte 
Resultat hinauszugehen. Da bei ihr die Parameter C,, und dem- 
gemäB auch die c,, sich aus dem Gesetz der Molekularwirkung 
und der Vertheilung der Molekiüle im Raume berechnen lassen, 
so kann man durch specielle Annahmen über diese beiden Umstände 
speciclle Relationen zwischen den celastischon Parametern ableiten 
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und diese Resultate mit der Erfahrung vergleichen. Die Beob- 
achtungen künnen auf diese Weise zur Prüfung spe- 
cieller Hypothesen und damit zum Ausbau unserer 
Vorstellungen über Molekularwirkungen dienen. 

Auf die wichtigste der in Betracht kommenden Specialisi- 
rungen der oben erürterten allgemeinen Annahmen über die Mole- 
kularwirkungen ist schon früher hingewiesen worden: die Hypo- 
these, daf die zwischen den Molekülen wirkenden 
Kräfte in die Verbindungslinie fallen und nur Func- 
tionen der Entfernung sind. Sie führt, wie Poisson und 
Cauchy gezeigt haben’), ohne da über die Anordnung der 
Moleküle eine specielle Annahme gemacht wäre, auf folgende 
sechs Beziehungen zwischen den Parametern c,. 


Bb) Comte Ti mic D 
c 


28 ? 81) lite Cie 


ne en 0 Con) Cas 7 0 Ca Css 
die kurz als die Poisson-Cauchy’schen Relationen bezeichnet 
werden môügen. 

Noch speciellere Beziehungen erhält man, wenn man nach 
Lord Kelvin bestimmte Annahmen über die Vertheilung der 
Moleküle einführt 17). 

Wie schon oben bemerkt stehen die durchgeführten Beobach- 
tungen im allgemeinen mit dem Poisson-Cauchy’schen Rela- 
tionen (55) und somit auch mit den ihnen zu Grunde liegenden Vor- 
stellungen im Widerspruch; die Abhängigkeit der wechselwirkenden 
Kräfte von der gegenseitigen Orientirung der Moleküle kann also 
nicht aufgegeben werden. Es scheint aber müglich, daf Specialisi- 
rungen anderer Art auf Relationen führen, die wenigstens in ein- 
zelnen Fällen von der Beobachtung bestätigt werden. 

10) Die Dilatationscomponenten. Vergleicht man die Defini- 
tionen (40) der sechs Functionen x,...2, mit den Formeln (23) 
auf S. 124 für Tensorcomponenten, so erkennt man, daB nicht 
Lay Ypo En Yn #5 L, SOndern vielmehr 

CANREARELPELLE LT 
Tensorcomponenten sind. Man künnte zweiïfeln, ob es deshalb 
nicht besser wäre, so, wie das z. B. Christiansen!®) thut, dic 


Ausdrücke 
Ow Ov Ou , Ow Ov Ou 
or ) ces L nd 


mit y, 2, æ, zu bezcichnen. Indessen würden damit die so symme- 
trischen Formeln (41) und (54) eine unliebsame Aenderung erfah- 
ren, indem dann 2Y,, 2Z,, 2X, an die Stelle von },, Z, X, träten 
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und die Formeln sonach statt der Tensorcomponenten zweiter Art 
das Doppelte von ihnen angäben. Die bei y, z,, x, beseitigte 2 
träte demgemäB also bei den Y,, Z,, X, wieder auf; die Unsymme- 
trie wäre nur an eine andere Stelle gebracht. 

Durchaus symmetrische Formeln erhält man überhaupt nur, 
wenn man statt der bisher benutzten Tensorcomponenten 4, B, C, 
A', B', C' das orthogonale System 4, B, C, r4',rB',rC', wo r = \2 
ist, einführt. Dem würden in unserm Falle die beiden Compo- 
nentensysteme 

X, Y,2Z,, rX,rZ,rxX, 


Ou Ov Ow 1/[0v  Ow\ low  Ou\ 1Lf0u dv 
ox” dy’ œ°'r ee ae 1 Se) (+3) 
entsprechen. Aber der Factor oder Nenner r — V2, der hiernach 
in den verschiedensten Formeln auftreten würde, sowie die wenig 
anschauliche Bedeutung dieser Componenten zweiter Art hält doch 
davon zurück, diese aus rein formalen Gründen gewiB empfehlens- 
wertheste Verfügung zu treffen. 

Wir behalten demgemäB die einmal getroffene Festsetzung bei 
und haben dadurch zugleich den Vortheil, mit ziemlich vielen 
Autoren in Uebereinstimmung zu bleiben. 

Was die geometrische Bedeutung der Functionen x,,...x, an- 
betrifft, so ist bekannt, daB für jede Stelle des Kôrpers z,, y,, z, die 
lineären Dilatationen parallel den Coordinatenaxen und Y,,z,, x, die 
Verkleinerungen der Winkel zwischen zwei Linienelementen dar- 
stellen, die vor der Deformation den in den Symbolen hervorge- 
hobenen Coordinatenaxen parallel waren. Das Tensortripel, dessen 
Componenten die GrôBen x,,...4zx, sind, wird daher durch drei 
lineäre Dilatationen d,, d,, d, in denjenigen drei zu einander nor- 
malen Richtungen, deren Winkel sich durch die Deformation nicht 
ändern, dargestellt. Man nennt diese Dilatationen gewôhnlich die 
Hauptdilatationen, man wird also das Tripel 6,, d,, 0, als das 
der Hauptdilatationen oder kürzer als Dilatationstripel bezeich- 
nen. Für die x,,...4zx, ergeben sich dann von selbst die Namen 
Dilatationscomponenten, — den man mit einer kleinen 
Ungenauigkeit auch auf das System der x,...x, anwenden kann. 

Um darauf zurückgreifen zu künnen môgen hier noch einige 
für die Beobachtung wichtige Deformationen in ihren durch die 
Dilatationscomponenten bestimmten Werthen angegeben werden. 

Die räumliche Dilatation # ist gegeben durch 
‘56) Ÿ = 2,+y,+24,, 
die Flächendilatation ©, normal zur Z-Axe durch 
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57) Ostch, 
die lineäre Dilatation à in einer Richtung, deren Winkel gegen 
die Coordinatenaxen ursprünglich die Cosinus «, B, y besitzen, lautet 


58) À = 2, +y,B + 2,7" + y.By + 2,ya + x ap; 


die VergrôBerung n des Winkels zwischen den Nor- 
malen zweier Ebenen, welche ursprünglich die Richtungscosinus 
a, B,, 7, und «,, B,, 7, besitzen, ist gegeben durch 


59) 7 Sin —& 2(x,a, a, +y,B,B,+ 2,772) 

+ Br + m8) +2, (pa, + ay.) +2, (a, + Bia,) — (8, + à,) cos p 
worin 0, und 0, die lineären Dilatationen in den ursprünglichen 
Richtungen der beiden Normalen sind, und œ den Winkel zwischen 
diesen beiden Richtungen bezeichnet. 

Fallen diese Normalen in zwei Coordinatenaxen (z. B. Y und 
2), so wird » der bezüglichen Dilatationscomponente (z. B. also y.) 
gleich. 

11) Die Parameter der Krystallelasticität'*) Die allgemeinen 
Ausdrücke (41) der Druckcomponenten in den Dilatationscom- 
ponenten enthalten, wie S. 134 gesagt, 21 der Substanz und dem 
benutzten Coordinatensystem individuelle Parameter. Man nennt 
dieselben die Elasticitätsconstanten, seltener die Elastici- 
tätscoefficienten der Substanz. (Gegen diese Namen künnte man 
einen berechtigten Einwand auf Grund seiner absoluten Farblosig- 
keit erheben. Bezeichnender und dabei in vollständiger Analogie 
zu der Nomenclatur, die im Bereiche der Wärme- und Electricitäts- 
leitung üblich ist, wäre der Name der elastischen Wider- 
standscoefficienten. 

Wenn nun auch bei dem Fundamentalsystem (41) der neutrale 
Name der Elasticitätsconstanten wohl kaum mehr beseitigt werden 
kann, so würde es sich doch sehr empfehlen, bei allen Gesetzen, 
welche eine elastische Veränderung — sei es nun die einer Länge, 
eines Winkels, einer Fläche, eines Volumens — durch cine ausge- 
übte Kraft ausdrücken, das im Nenner der Kraft auftretende 
Aggregat der c,, das stets die Dimension einer Elasticitätscon- 
stante besitzt, als den elastischen Widerstand geg'en die 
betreffende Veränderung zu bezeichnen. So würde z. B. 
in der bekannten Formel für die Längsdehnang eines Stabes 
durch ein Gewicht P 
60) ÔL — PL/EQ 
der (sonst Elasticitätscoefficient oder Young'scher Modul genannte) 
Nenner Ë als der (specifische) Dehnungswiderstand des Stabes 
zu bezeichnen sein. — 
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Die Auflôsung der Gleichungen (41) nach den Dilatationscom- 
ponenten liefert Ausdrücke, die wir schreiben 


61) RS Sr Rue fr a nnqi +s,.X,, 


Die s,, den re gewisse Détohaïen noie der 
c» ZWischen denen wegen c,, = €, die Beziehungen 

62) Salt 27298 

bestehen und ihre Zahl auf 21 reduciren. 

Diese zu (41) reciproken Formeln (61) bilden den Ausgangs- 
punkt für die Theorie der practisch wichtigsten Deformationen, 
sie bilden demgemäB auch die Grundlage für die Theorie aller 
wichtigen Beobachtungsmethoden; die Messungen führen sonach auch 
stets zuerst auf die Parameter 5,,, aus denen sich die eigentlichen 
Elasticitätsconstanten c,, erst durch häufig sehr umständliche Rech- 
nungen bestimmen. Da bei derartigen Rechnungen der 
wahrscheinliche Fehler der Bestimmung auBerordent- 
lich wächst, so erscheint es rationell, die elastischen 
Medien lieber durchihre s, statt durch ihre c,, zu cha- 
racterisiren. 

Die aus dem Gesagten erhellende grofe Bedeutung der neuen 
Parameter rechtfertigt, ihnen einen besonderen Namen zu erthei- 
len. Da die s,, als Proportionalitätsconstanten in den Werthen 
der Dilatationscomponenten diese letzteren messen, so hat Refe- 
rent für sie den Namen der Elasticitätsmoduln vorgeschla- 
gen!*), der in Deutschland bereits einigermafen eingeführt ist. 

Ueberhaupt empfiehlt es sich, wenn eine beobachtbare elasti- 
sche Veränderung durch eine ausgeübte Kraft ausgedrückt ist, das 
als Factor dieser Kraft auftretende Aggregat der c,, oder s,,, 
das stets die Dimension eines Elasticitätsmoduls hat, den Modul 
der betreffenden Veränderung zu nennen. Schreibt man 
beispielsweise die Gleichung (60) für die Längsdehnung eines Sta- 
bes in der Form 
63) ÔL = DPL/Q, 


so würde D den Modul der Längsdehnung (bei einseitigem 
Zug) für den betreffenden Stab darstellen. 

Elastische Moduln und elastische Widerstände sind hiernach 
in derselben Weise zu einander reciprok, wie Widerstände und 
Leitfähigkeiten bei Wärme- oder Electricitätsleitung. — 

In (63) ist der Ausdruck des elastischen Potentiales in den 
Dilatationscomponenten angegeben; seine Parameter sind die Ela- 
sticitätsconstanten. Mit Hülfe der Gleichungen (61) kann man 
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zunächst die in den beiden Arten von Tensorcomponenten symme- 
trische Form 


64) —2f = X,t,+Y,y,+Ze,+Yy,+Zz2,+Xax, 


bilden (die man mit dem Ausdruck (21) auf S.8 vergleichen müge) 
und gewinnt aus ihr sogleich auch 


2f QUE SX, XT +25, X Zu XX, 
65) PTS AE CT AA ETS 20 4 


. . . . . + . . . . . 0 + . . + . . 


Als Anzahl der Elasticitätsmoduln und -constanten erscheint 
im Vorstehenden ein und zwanzig. Es mag indessen bemerkt 
werden, da eine solche Zäblung nach einem andern Grundsatz 
vorgenommen ist, als die, welche die Anzahl der Leitfähigkeits- 
oder Widerstandscoefficienten bei Wärme und Electricität zu drei 
ergicht. Die erstere Zählung setzt ein beliebiges, die letztere 
ein ganz specielles Coordinatensystem — das System der Haupt- 
axen — voraus; für beliebige Systeme ist die Anzahl der thermi- 
schen und electrischen Constanten gleich sechs, das Hauptaxen- 
system ist dadurch definirt, daf für dasselbe drei Constanten ver- 
schwinden. 

Man kann auch die Gleichungen (41) resp. (61) auf ein spe- 
cielles resp. Hauptaxensystem beziehen, das durch drei Relationen 
zwischen den betreffenden Parametern definirt ist. Die Anzahl 
der letzteren reducirt sich hierdurch von einundzwanzig auf acht- 
zehn. Es versteht sich von selbst, dafi, wenn das Hauptaxensy- 
stem durch drei Beziehungen zwischen den Elasticitätsconstan- 
ten einmal festgelegt ist, dann nur die hicraus folgenden 
Gleichungen zwischen den Moduln, und keine anderen, cingeführt 
werden dürfen; ebenso umgekehrt. Die elastischen Hauptaxen 
mügen mit X,, Y,, Z,, die auf sie bezogenen elastischen Haupt- 
Parameter mit «, und s, bezeichnet werden. Ueber die Grund- 
sätze, nach denen man bei der Wahl cines clastischen Hauptaxen- 
systemes verfahren wird, soll weiter unten gesprochen werden. 

Die Einführung des Hauptcoordinatensystemes ist von wesent- 
lichem Nutzen besonders bei gewissen allgemeinen Untersuchungen. 
Für die Behandlung specieller Probleme z. B. der Deformation 
eines in belichiger Orientirung aus cinem Krystall geschnittenen 
Stabes ist es aber meist vortheilhafter, das Coordinatensystem X, 
Y, Z so zu wählen, duf die Oberflächenbedingungen des Problems 
cine besonders einfache Gestalt annehmen. Es handelt sich in 
solchen Füällen darum, die Parameter s,, und «,,, die sich auf das 


10 
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beliebige System X, Y, Z beziehen und, wo es die Deutlichkeit 
verlangt, als die Nebenparameter bezeichnet werden môgen, 
durch die für das Hauptsystem X,, Y,, Z, geltenden auszudrücken. 
Dies Problem 1lôst man am einfachsten mit Hülfe des elasti- 
schen Potentiales f, das in (53) durch die Dilatations-, in (65) 
durch die Druckcomponenten ausgedrückt ist, und das man zu- 
nächst auf die Hauptaxen X,, Y,, Z, bezogen aufstellt. Transfor- 
mirt man dann mit Hülfe der bekannten Transformationseigen- 
schaften der Tensorcomponenten die Druck- oder die Dilatations- 
componenten auf das beliebige Coordinatensystem X, Y, Z, so erhält 
man eine mit (53) resp. (65) gleichgestaltete Form, wo nur an 
Stelle der c,, resp. s,, lineäre Functionen aller €}, resp. s’, stehen. 
Die so resultirenden Beziehungen zwischen den beiden Arten 
von Parametern sind im allgemeinen sehr complicirt. Es genüge 
die für die Anwendungen allein wichtigen Formeln für die Mo- 
duln anzugeben. Bezeichnet man das, was aus den Coefficienten 
à, in (15) resp. (16) auf $. 123 wird, wenn man in den ersten drei 
Verticalreihen 7 mit 2, in den letzten mit 1 vertauscht, durch d..., 
so drücken sich die Nebenmoduln durch die Hauptmoduln folgen- 
dermaBen aus”): 
66) Sa = Estate, nl = h 2 8..6. 
Für die Constanten gelten Gleichungen von derselben Form mit 
theilweise geänderter Bedeutung der Factoren d. 


Thesen. 


Eine nach allen Richtungen hin bequeme Definition der die 
Deformation bestimmenden Argumente scheint nicht môglich zu 
sein. Dic Kirchhoff’sche Festsetzung dürfte wegen ihrer An- 
schaulichkeit und Beweglichkeit, wegen ihrer Analogie zu den 
Neumann'schen Symbolen der Druckcomponenten und wegen der 
Symmetrie der in ihnen ausgedrückten Formeln den Vorzug ver- 
dienen. | 

Es liegt kein Grund vor, so wie gewübnlich geschieht, die 
Elasticitätsconstanten gegenüber den Elasticititsmoduln zu bevor- 
zugen. Aus diesem Grunde hat auch eine Bezeichnung der Ela- 
sticitätsconstanten, die nichts weiter ausdrückt, als die Stelle jeder 
cinzelnen im Potential, keine Berechtigung. 

Bei speciellen, zur Vergleichung mit der Beobachtung dienen- 
den Gesetzen ist es erwünscht, die von den elastischen Parame- 
tern abhäüngigen Factoren je nach ihrer Stellung als Wider- 
stände oder als Moduln unzweideutig zu characterisiren. 
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IV. Eïinführung der Symmetrieelemente der Krystalle. 


12) Die unabhängigen Symmetrieelemente der 32 Krystallgruppen. 
Die Grundlage für die Specialisirung der obigen allgemeinen An- 
sätze auf die einzelnen Krystallgruppen ist die aus der Erfahrung 
geschlossene und zuerst wohl von Fr. Neumann nachdrücklich 
ausgesprochene Regel?1), daB jedes Symmetrieelement, das 
sich in den Wachsthums- und Auflüsungserscheinun- 
gen eines Krystalles offenbart, auch beiallen übrigen 
an ihm stattfindenden physikalischen Vorgängen zur 
Geltung kommt. 

Da aus den speciellen Gesetzen dieser Vorgänge mitunter noch 
weitere Symmetrieelemente erwachsen, die sich bei ihnen den Ele- 
menten der Formbildung superponiren, so kann man diese hypo- 
thetische Regel auch dahin aussprechen, daf von allen physi- 
kalischen Vorgängen an einem Krystalle diejenigen 
des Wachsthums und der Auflôsung die niedrigste 
Symmetrie besitzen. 

Nach diesem Satz ist es also nicht môglich, aus der Symme- 
trie irgend einer andern physikalischen Eigenschaft die vollstän- 
dige Symmetrie der Formbildung eines Krystalles abzuleiten, — 
wie das gelegentlich versucht worden ist. 

Die ersten Anwendungen der dargelegten Regel auf die Kry- 
stallelasticität sind von Fr. Neumann selbst gemacht und in 
vereinfachter Form von Kirchhoff?) wiederholt. Es handelte 
sich dabeï, weil Beobachtungen noch ganz fehlten, nur um die Zu- 
sammenstellung der wichtigsten Beispiele. Die Zahl der letz- 
teren ist dann vom Referenten**) und von Aron“) vermehrt 
worden. Eine systematische Bearbeitung der Frage hat zuerst 
Minnigerode?) ausgeführt; aber die Hülfsmittel der Gruppen- 
theorie, die er heranzieht, stehen einisermafien auBer Verhältnif 
zu dem im Grunde einfachen Problem. Es soll im Nachstehenden 
gezeigt werden, wie die Formeln der Elasticitätstheorie (und ähn- 
lich auch die der verwandten Gebiete der Krystallphysik) für alle 
Krystallgruppen mit ganz elementaren Hülfsmitteln abgelcitet 
werden künnen. Der Raum gebietet dabei die Beschränkung auf 
eine blose Skizze, die aber immerhin eine Anschauung von den in 
Betracht kommenden Verhältnissen geben dürfte. 

Das Wesen der Symmetrie der Form besteht bekanntlich darin, 
da der durch geeignete Reduction seiner zufälligen Längsdimen- 
sionen auf eine bestimmte Normalform zurückgeführte Krystall 
durch gewisse geometrische Operationen (Drehung, Spiegelung, 
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Inversion) mit sich selbst derartig zur Deckung gebracht werden 
kann, daB Richtungen der ersten Position stets mit solchen Rich- 
tungen der zweiten Position zusammenfallen, die hinsichtlich der 
Wachsthums- und Auflüsungserscheinungen ihnen gleichwerthig sind. 

Die im Eingang cerürterte Regel geht nun dahin, dafi die 
formal gleichwerthigen Positionen auch physikalisch gleich- 
werthig sind, sodaf zwei primäre, ursächliche Einwirkungen (z. B. 
zwei Deformationen), die bei den beschriebenen Bewegungen zur 
Deckung gelangen, jederzeit zwei secundäre Vorgänge (z. B. zwei 
Drucksysteme) zur Folge haben, von denen Gleciches gilt. 

Zur bequemen Anwendung dieser Regel in den verschiedenen 
Gebicten der Krystallphysik ist es vortheilhaft, ein für alle Male 
eine Tabelle der die verschiedenen Krystallgruppen characterisi- 
renden, von einander unabhängigen Symmetrieelemente zu 
entwerfen #). Nur diese Elemente kommen für physikalische 
Betrachtungen zur Anwendung; die Zusammenstellung sämmtlicher 
in einer Krystallgruppe auftretenden ist allein für den Krystallo- 
graphen von Nutzen, wirkt aber unsern Aufgaben gegenüber eher 
verwirrend als aufklirend. 

Bezüglich der Characterisirung der verschiedenen Symmetrie- 
elemente mu auf irgend ein Lebrbuch der Krystallographie ver- 
wiesen werden. Wir bezeichnen das Vorhandensein eines $S y m- 
metriecentrums durch das Symhol C, dasjenige einer 
n-zähligen Symmetriecaxe oder Spiegelaxe durch das 
Symbol À“ oder $", dasjenige ciner Symmetrieebene durch E. 

Wir setzen cin Hauptaxensystem X,, Y, Z, voraus, dessen 
Axen nach Môüglichkeit mit Symmetrie- oder Spiegelaxen des Kry- 
stalles zasammenfallen, oder auf Syÿmmetricehenen senkrecht stehen; 
dicjenige Coordinatenaxe, welche mit einem dieser Symmetric- 
elemente in dem genannten Zusammenhang steht, wird durch den 
untern Index an dem Symbol des Elementes hervorgehoben. So 
bedeutet 4°, daB die Z-Coordinatenaxe eine dreizählige Symmetrie- 
axe ist, Æ, dafi die X-Coordinatenaxe senkrecht zu einer Sym- 
metrieebene steht. Besitzt die Krystallgruppe eine ausgezeichnete 
Symmetricaxe, so wird in diese jederzcit die Z-Axe gelegt; in 
zweiter linie wird stets die X-Axe bevorzugt. 

Anschlicéend an das S. 141 Gesagte mag bemcerkt werden, daf 
für alle Krystallgruppen, in denen nach den socben erürterten 
Grundsätzen das Haupteoordinatensystem vollständig festgestellt 
ist, hierdurch eben jene S. 141 erwähnten drei Bezichungen zwischen 
ihren elastischen Parametern bereits cingeführt sind, welche deren 
Zaht von 21 auf 18 reduciren. Es wird sich zeigen, daB nur in 
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zwei Gruppen das Hauptaxensystem nach dem eben Bestimmten 
noch ganz willkürlich bleibt, daf in drei anderen blos eine seiner 
Axen festgelegt ist. Das rein krystallographische Verfahren zur 
Festsetzung des elastischen Hauptcoordinatensystemes reicht somit 
in den bei weitem meisten Füällen aus. 

Was die Anordnung der 32 Krystallgruppen angeht, so 
schliefen wir uns dabei wie früher einem von Herrn Schôünflies *’) 
gemachten Vorschlag an, der sehr glücklich zu sein scheint. 

Bei den holoëdrischen Gruppen einiger Systeme finden sich 
zwei verschiedene Angaben über die unabhängigen Symmetrie- 
elemente. Dieselben sind gleichwerthig, weil, wie leicht er- 
kennbar, ein Symmetriecentrum, eine Symmetrieebene und eine 
normal dazu stehende zweizählige Symmetrieaxe sich derartig 
gegenseitig bedingen, dal die Anwesenheit von zweien dieser 
Elemente diejenige des dritten fordert. Die beiden gleichwerthigen 
Fassungen sind deshalb in die Tabelle eingestellt, um den Zu- 
sammenhang der nicht holoëdrischen Gruppen mit den holoëdri- 
schen klarer hervortreten zu lassen. 


1) Allgemeine unabhängige Symmetrieelemente. 


Triclines System. 
1. Holoëdrie C. 


2. Hemiëdrie — 

Monoclines System. 
3. Holoëdrie CA? oder CE. 
4. . Hemiëdrie E.. 
5. Hemimorphie À’. 

Rhombisches System. 
6. Holoëdrie CA? A? oder CA°E,. 
7. Hemiëdrie A’A!. 
8. Hemimorphie A’£E. 

Rhomboëdrisches System. 

9. Holoëdrie CA A? oder CAŸE.. 
10. Enantiomorphe Hemiëdrie A‘A4. 
11. Hemimorphe Hemiëdrie A°E.. 
12. Paramorphe Hemiëdrie CA’. 
13. Tetartoëdrie À’. 

Tetragonales System. 
14. Holoëdrie CA A° oder CAE. 
15. Enantiomorphe Hemiëdrie Af4!. 
16. Hemimorphe Hemiëdrie A°EÆ,. 
17. Paramorphe Hemiedrie CAf. 
18. Tetartoëdrie Àf. 
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19. Hemiëdrie mit Spiegelaxe S°4?. 

20. Tetartoëdrie mit Spiegelaxe S?. 
Hexagonales System. 

21. Holoëdrie CA4°A° oder CAE. 

22, Enantiomorphe Hemiëédrie AA. 

23. Hemimorphe Hemiëdrie A°E. 

24. Paramorphe Hemiëdrie CA. 

25. Tetartoëdrie À. x 

26. Hemiëdrie mit dreizähliger Axe A?E, A°. 

27. Tetartoëdrie mit dreizähliger Axe A°E,. 
Reguläres System. 

28. Holoëdrie CA“ A. 

29. Enantiomorphe Hemiëédrie A4*A. 

80. Hemimorphe Hemiëdrie S?$ÿ. 

81. Paramorphe Hemiëdrie C 4° 4; A!. 

82. Tetartoëdrie Av 4; À’. 

Bei den letzten beiden Gruppen ist durch das Zeichen v die 
Gleichwerthigkeit der drei zueinander normalen Symmetrie- 
axen angedeutet. 

Die vorstehende Tabelle giebt eine deutliche Anschauung 
davon, wie überaus mannigfaltige und dabei doch einfache 
und übersichtliche Verhältnisse die Grundlagen der krystallphy- 
sikalischen Untersuchungen bilden. — 

Die Anwendung des im Eingang erôrterten Grundsatzes zur 
Specialisirung irgend eines allgemeinen Ansatzes auf die speciellen 
Krystallgruppen ist dann besonders einfach, wenn jener Ansatz 
sich auf eine einzige scalare Function reduciren läft. Wie eine 
solche Function unter Umständen auch da einzuführen ist, wo es 
sich im Grunde um Vectoren oder Tensoren handelt, ergiebt sich 
aus dem S. 124 Gesagten. 

Im Falle der Elasticität sind uns scalare Functionen mit phy- 
sikalischer Bedeutung, welche die angedeutete Operation gestatten, 
bereits oben entgegengetreten. Auf S. 135 ist das elastische Poten- 
tial ® im weiteren Sinne des Wortes eingeführt; ebenda ist es in 
drei Theile æ, #, x verschiedenen Characters zerlegt, die natürlich, 
cbenso wie D, Scalare sind, und scblieBlich ist aus ihm das elasti- 
sche Potential f im engern Sinne des Wortes abgeleitet. g und f 
haben die gleiche Form und unterscheiden sich nur durch die 
Werthe ihrer Parameter. 

Alle diese Functionen ändern ihre Vorzeichen 
nicht, wenn man die Richtungen aller Coordinaten- 
axen umkehrt. 


10n* 


Der gegenwärtige Stand unserer Kenntnisse der Krystallelasticität. 147 


Von y, x, f ist dies nach ihren in (47), (49), (53) enthaltenen 
Definitionen ohne Weiteres ersichtlich; es gilt aber auch von y, 
das nach (48) eine in x,,...x, und {—4, m—u, n—» bilineare 
Gestalt hat, weil seine beiden Arten von Argumenten für sich 
die Eigenschaft besitzen, bei Umkehrung aller Coordinatenrich- 
tungen ïihr Vorzeichen zu bewahren. 

Nach dem $S. 143 Gesagten superponirt sich also sowohl 
bei den sichtbaren Vorgängen der Elasticität als 
auch bei den sie begleitenden unsichtbaren Moleku- 
lardrehungen den krystallographischen Symmetrie- 
elementen jederzeit ein Symmetriecentrum. In 
Folge hiervon vereinfacht sich die vorstehende Tabelle erheblich; 
eine bedeutende Anzahl von Gruppen wird elastisch gleichwerthig 
und rückt sonach zu Obergruppen zusammen. Denn einerseits 
sind Symmetrieebenen jetzt mit zu ihnen normalen zweizähligen 
Symmetrieaxen aequivalent, andererseits auch Spiegelaxen mit 
Symmetrieaxen von doppelter Zähligkeit. Indem wir das allen 
Gruppen gemeinsame und für uns unwesentliche Symbol C fort- 
lassen, gelangen wir hiernach zu der folgenden Zusammenstellung *). 


2) Unabhängige Symmetrieelemente für Vorgänge 
mit Symmetriecentrum. 
Triclines System. 
(1, 2) kein Symmetrieelement. 
Monoclines System. 


(3, 4, 5) Fin 
Rhombisches System. 
(6, 7, 8) A; A}. 
Rhomboëdrisches System. 
(9,°10, 11) AA 
(12, 13) Àÿ. 
Tetragonales System. 
(14, 15, 16, 19) A! A}. 
(17, 18, 20) FE 
Hexagonales System. 
(21, 22, 23, 26) A AL 
(24, 25, 27) A. 
Reguläres System. 
(28, 29, 30) A4? 
(31, 32) AvA;vAÀ;. 


Die 32 Krystallgruppen ziehen sich also in Bezug 
auf Vorgänge mit Symmetriecentrum in 11 Ober- 
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gruppen zusammen, die sämmtlich allein durchihre 
Symmetrieaxen characterisirt sind. 

13) Specialisirang des elastischen Potentiales für die verschie- 
denen Krystallgruppen. Wir knüpfen die nächsten Betrachtungen 
an die Function f an, die durch (53) in den Elasticitätsconstanten, 
durch (65) in den Elasticitätsmoduln ausgedrückt ist. 

Zum Zweck ibrer Specialisirung für die einzelnen Krystall- 
Obergruppen verfährt man am besten so, daf man die für ihre Para- 
meter c,, resp.s,, geltenden Beziehungen zunächst in den einfachsten 
Fällen aufsucht, wo nur eine Axe, etwa die Z-Axe, die Natur einer 
n-zähligen Symmetrieaxe hat. Dies geschieht dadurch, daf man das 
Potential auf ein neues Coordinatensystem transformirt, das in Be- 
zug auf die Symmetrieaxe 4" um den Winkel 2x/n gegen das ur- 
sprüngliche gedreht ist, und den so erhaltenen Ausdruck dem ur- 
sprünglichen gliedweise gleichsetzt. Dies kommt einfachdarauf hinaus, 
daf man die allgemeinen Transformationsformeln für die Constanten 
und die Moduln auf die beschriebene Drehung des Coordinatensystems 
_anwendet und jedes so erhaltene c,, oder s,, dem auf das ursprüng- 
liche System bezogenen c’, oder s, gleichsetzt. Für die Moduln 
stellt (66) die nôüthige Transformationsformel dar; die für die 
Constanten gültige unterscheidet sich von ihr in leicht erkennbarer 
Weise durch theilweise geänderte Werthe der Coefficienten &,.. 

Hat man so für n — 2, 3, 4, 6 eine Tabelle der für die 
Parameter geltenden Bestimmungen entworfen, so kann man von 
der Z- zur X-Axe übergehen, indem man in allen diesen Gleichun- 
gen die Indices 1, 2, 3 und 4, 5, 6 in sich um eine Einheït cyclisch 
ändert; erforderlich ist diese Operation nach der letzten Tabelle 
nur für # — 2 und 4  Ebenso gelangt man (für # — 2) zu den 
für die Y-Axe als Symmetrieaxe geltenden Formeln. 

Mit Hülfe dieser Beziehungen kann man nun ohne alle Rech- 
nung die Systeme der auf das Hauptaxensystem X,, Y,, Z, bezo- 
genen Parameter, Hau ptconstanten c?, und Hauptmoduln s;,, für 
eine jede der 11 Obergruppen bilden, indem man nur die für die 
cinzelnen Symmetrieelemente geltenden Formeln combinirt. Bei 
der letzten Obergruppe (31, 32) ist auBerdem noch der Gleichwer- 
thigkeit der drei Coordinatenaxen dadurch Rechnung zu tragen, 
daB man die durch cyclische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 resp. 
4,5,6 in einander übergehenden Parameter c?, resp. s?, einander 
gleichsetzt. 

Der Raum gestattet nicht, das ganze System der 11 Ober- 
gruppen in Tabelle 2 durch ïihre «, und s, zu charakterisiren. 
Doch mügen gewisser Anwendungen wegen die Constanten für die 
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vier Fälle mitgetheilt werden, daB die Z-Axe eine 2, 3, 4, 6-zählige 
Symmetrieaxe ist. 


3) Systeme der Elasticitätsconstanten und -moduln 
bei Existenz verschiedener Symmetrieaxen. 


À, Cin Cie  Cis La et Cie Sin Sio  S1s 00 Sie 
Con Cas 0 0 Cos Sao Ses 0 0 S26 
UN U PAU IE, 357 0PAUNE, 
AE pa Fe F5 70 
ee 8 "0 
Cse See 
À, Ci Cia Cis Cia — Cas 0 Sin Sin Sis  S14 — Sas 0 
Cin Cas Cia Ces 0 Sin Sis Sie Ses 0 
PAUL AN ( RU ReU SU 
co NME AE se DRZse 
Con Cia Sas 25, 
4 (CA ne Cia) 2(S,1—5,3) 
À, Ci Cia is 0 0 Cie Sin Sis Sis 0 0 Sie 
Gin Cis 0 0—c Sin Si 0 O—s, 
cs n20: 0.0 8 40% 0 
c,20.4 0 SE n0 
Ce 0 Su 0 
Ce Ses 
Ac entiers ni0bn0. 10e sauesztregar Oui 0nt0 
coca Où Oak0 sn Ms. O0 SON 0 
cru0%0 20 5, 0 0 0 
ce 0900 s,,1500m0 
Cr Sa 0 
3 (Cu FA Cia) 2(S,,—5,:) 


Hieraus folgt z. B. für die durch das gleichzeitige Auftreten 
von À° und 4° ausgezeichnete Obergruppe (9, 10, 11) das Schema: 


Ar rh ons Pape pngitse se 0770 
é, de, 0 0 ne AD 
c, 0 0 #0 D 0 
@, O0 0 A0 MO 
Cols Sa 2,4 
3 (Ci PET Cia) 2(S5—85) 


Die Durchführung der analogen Operation bei allen 11 Obergruppen 

der Tabelle auf S. 147 ergiebt, daf sich von ihnen zwei Mal zwei 

gleich verhalten, und daf somit in Bezug auf das elastische Potential f 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1900. Heft 2. 11 
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nur neun verschiedene Obergruppen existiren. Ihre Constanten- 
zahlen sind die folgenden: 


Triclines System (1, 2) 21 Constanten 

Monoclines , (3, 4, 5) 13 * 
Rhombisches , (6, 7, 8) 9 ï 
Rhomboëdrisches , (9, 10, 11) 6 a 
à . (ia Ma) 267 vis 
Tetragonales , (14, 15, 16,19) 6 ; 
: à (17, 18, 20) 7 ; 
Hexagonales , (21 bis 27) b 5 
Reguläres , (28 bis 32) 3 : 


Die vorstehenden Schemata gestatten mit Leichtigkeit auch 
die speciellen Formen der Ausdrücke für die Druck- resp. Dila- 
tationscomponenten (41) und (61) für die einzelnen Gruppen zu 
bilden. Z.B. nimmt für die wichtige Obergruppe (9, 10, 11) das 
System (61) die folgende Gestalt an 

—%, = si X, +5: de Ton + s lé 

—Y, = SX +8, Y, +5,28, Y;, 
67) a = SX, + Y, +2, 

y, = SX, —s,Y,+s,Y,, 

2 = S,2:+25,X?, 

—%, ES 28,2,+2(5,-5:)X, 

Es fällt auf, daB nach der Tabelle auf S. 149 die Schemata 
der Elasticitätsconstanten von denen der -moduln abweichen. Dieser 
(kleine) Uebelstand ist eine directe Folge der gebräuchlichen Defi- 
nitionen der Druck- und der Dilatationscomponenten. Er läft 
sich vermeiden durch die Benutzung der auf $S. 138 besprochenen 
orthogonalen Componenten X,, Y, Z, rY,rZ,,rX, und x,,y,,2, 
y.lr, fr, x,lr, die bei allgemeinen Untersuchungen sich auch mit- 
unter empfehlen**). Für specielle physikalische Probleme wird 
man indessen nach dem S. 138 Gesagten die gebräuchliche Darstel- 
lung kaum verlassen. — 

Es mag hervorgehoben werden, daf die im Vorstehenden 
skizzirte Methode, wie auf das elastische Potential f, so auch auf 
die S. 135 eingeführten Functionen y, y, y angewendet werden kann. 
Die letzteren beiden haben ein besonderes Interesse, weil sie nach 
den Gleichungen (52) die Drehungen der Moleküle innerhalb der 
Volumenelemente bei den gewühnlichen elastischen Deformationen 
bestimmen. 

Für die durch 4/4, characterisirte Obergruppe (9, 10, 11) 
gelten z. B. für die Constanten B,, und y,, folgende Schemata : 
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Bas — Bas 0 [2 0 0 Va 0 0 
0 0 0 0— p 14 = 0 Vu 0 
Gr Oun08!D0 150 Vss- 
Hieraus ergeben sich nach (52) rer Gesetze für die Moleku- 
lardrehungen 
Vu C2) + Bt, —y,) + Buy, = 0 
Yu(m—u)—B,,2,—B,x, = 0 
Yas(n—v) = , 
Um die dreizählige Symmetrieaxe drehen sich also die Moleküle 
nur mit dem Volumenelement. Im Uebrigen hängt der Vorgang 
von zwei Constanten B,,/y,, und B,,/y,, ab, die aus Elasticitäts- 
beobachtungen nicht ableitbar sind. 

Erscheinungen, aus denen auf die GrôB$e der Molekulardre- 
hungen quantitative Schlüsse zu ziehen wären, sind bisher nicht 
bekannt; die Vorgänge bei der Bildung von Gleitflächen hängen 
aber vermuthlich mit ihnen zusammen, auch spielen sie jedenfalls 
bei den Erscheinungen der Piëzoelectricität und der Electrostric- 
tion eine Rolle. Auferdem zeigt die Theorie, daB, wenn man die 
Trägheitsmomente der als Moleküle bezeichneten Elementarmassen 
nicht verschwindend klein annimmt, sondern in den Formeln (36) 
berücksichtigt, gewisse Schwingungen in Krystallen eine von der 
Periode abhängige Fortpflanzungsgeschwindigkeit erhalten.  Ob 
diese aller Wahrscheinlichkeit nach sehr geringe Abhängigkeit sich 
einmal wird beobachten lassen, steht dahin. 


Thesen. 

Für die Zwecke der Krystallphysik genügt die Berücksichti- 
gung allein der von einander unabhängigen Symmetrieelemente. 

Durch die getroffenen Festsetzungen über Druck- und Dila- 
tationscomponenten nehmen die Schemata der Elasticitätsconstanten 
von denen der Moduln abweichende Formen an. Dieselben lassen 
sich durch Einführung der S. 138 definirten orthogonalen Compo- 
nenten zur Uebereinstimmung bringen. Ein solches Verfahren 
bietet aber in anderer Hinsicht solche Unbequemlichkeïten, daf 
es nicht empfohlen werden kann. 


V. Abriss der Theorie der Beobachtungsmethoden. 


14) Allgemeine Aufgaben der Beobachtungen über Krystall- 
elasticität. Dic erste Aufgabe, die der Beobachtung in Betreff 
der Elasticitätsverhältnisse der Krystalle gestellt werden konnte 
und ihr factisch gestellt worden ist, galt der Entscheidung, ob 
sich die Krystalle nach der Seite der Elasticität 

11. 
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wirklich von isotropen Kôrpern merklich unter- 
scheiden. Diese Frage ist bekanntlich durch die Beobachtungen 
Savarts“) über die Klangfiguren auf Platten von Bergkrystall 
seit langer Zeit im bejahenden Sinne entschieden worden. Der 
bloBe Nachweïis, da eine kreisférmige parallel der optischen Axe 
hergestellte Scheibe verschiedene Klangfiguren ergab, wenn die 
gleiche Erregungsart an verschiedenen Randstellen vorgenommen 
wurde, stellte ohne alle Messungen die elastische Anisotropie des 
Materiales fest. Weitergehende theoretische Schlüsse vermochte 
übrigens Savart aus seinen Beobachtungen schon deshalb nicht 
zu ziehen, weil die Grundformeln der Elasticität für ein Material 
wie Bergkrystall damals noch nicht gefunden waren. 

Nachdem die elastische Anisotropie der Krystalle einmal sicher- 
gestellt war, stellte sich das BedürfniB nach zahlenmäfigen Be- 
stimmungen heraus, und dies um so mehr, als inzwischen die 
Theorie, auf den zwei im IL Theïl entwickelten verschiedenen 
Grundlagen aufgebaut, zu verschiedenen Endresultaten gelangt 
war. Die messende Beobachtung hatte nun offenbar zuerst fol- 
gende Frage zu beantworten. 

a) UmfaBt die allgemeinste aufgestellte 21-con- 
stantige Theorie alle Beobachtungen, oder verlangen 
letztere zu ihrer Darstellung noch weiter verallge- 
meinerte Grundlagen? 

Ferner, wenn sich diese Theorie mit der Erfahrung stets im 
Einklang zeigt. 

b) Sind alle Krystallgruppen, welche die allge- 
meine Theorie als in elastischer Hinsicht verschie- 
denartig zuläBt, auch factisch verschieden? 

Diese Frage ist ein Theïl einer in allen Gebieten der Kry- 
stallphysik auftauchenden, welche dahin geht, ob alle nach den 
Symmetrieverhältnissen môglichen Vorgänge auch wirklich 
eintreten. Es mag daran erinnert werden, daB dieselbe durch 
die Erfahrung bisher keineswegs allgemein bejaht wird. In dem 
Gebiete der Wärme- und der Electricitätsleitung sondern sich 
nach den Symmetrien gewisse Krystallgruppen aus der Gesammt- 
heit der einem System zugehôrigen aus und lassen sogenannte 
rotatorische Qualitäten zu, die bei den übrigen ausgeschlossen 
sind *!)}  Aber es ist bisher nicht môüglich gewesen bei irgend 
einem Krystall diese rotatorischen Wirkungen nachzuweisen #), 
Aehnlich verhält es sich mit piëzomagnetischen Effecten, die nach 
Symmetrie bei einer grofen Zahl von Krystallgruppen müglich 
aber für keine einzige beobachtet sind %#). 
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In beiden Füällen scheinen also theoretisch môgliche Unter- 
schiede verschiedener Gruppen factisch nicht vorhanden zu sein, 
und dies Resultat giebt der unter b) formulirten Frage ihr be- 
sonderes Interesse. Ihr schliefit sich eine weitere nahe verwandte 
an, die wir der Uebersichtlichkeit halber aber gesondert stellen. 

c) Sind bei derselben Substanz alle die Constan- 
ten, welche die allgemeine Theorie als von einander 
unabhängig zuläft, factisch von einander unabhängig? 

In Betreff dieser Frage kommt besonders der Umstand in 
Betracht, da zwar die allgemeine molekulare Theorie auf 
dieselben Resultate führt, wie die Nahwirkungstheorie, — daf 
aber eine Specialisirung derselben nach $S. 137 auf die folgenden 
sechs Beziehungen zwischen den 21 unabhängigen Constanten der 
allgemeinen Theorie fübrt : 


68) . + 


= € 66 


31 55 © 
C5 7 Cour Css — Case 

Der Nachweis aller oder aber einiger dieser Beziehungen in der 
Wirklichkeit würde gestatten, die Vorstellungen der allgemeinsten 
molekularen Theorie zu vereinfachen und dadurch zu corrigiren, 
was offenbar ein Resultat von grofier principieller Bedeutung dar- 
stellen würde. 

Neben diesen allgemeinen Fragen bietet sich natürlich noch 
die Aufgabe, Zahlenwerthe elastischer Parameter für 
die practische Verwendung zu bestimmen. Als Gebiete 
für deren Behandlung die Kenntnifi derartiger Parameter uner- 
läflich ist, müge die Thermoelasticität *), die Piézoelectricität %), 
die Electrostriction *) und die Optik deformirter *) oder electri- 
schen Feldern ausgesetzter *) Kürper genannt werden. 

- Um nummerische Bestimmungen für die Prüfung und even- 
tuelle Correctur der Thevrie zu verwerthen, mu zuvor die Theoric 
auf specielle der Beobachtung zugängliche Fälle angewandt, d. h. 
die specielle Theorie einiger Beobachtungsmethoden durchgefthrt 
sein. Die wichtigsten der in dieser Richtung gewonnenen Resul- 
tate sollen in den folgenden Abschnitten zusammengestellt werden. 
Der Raum gestattet nicht, auf die Ableitung der betreffenden 
Formeln einzugehen, die Formeln treten also naturgemäl etwas 
unvermittelt auf. Ihre Mittheilung erschien aber nothwendig, um 
cine Vorstellung davon zu geben, welche Elasticitätsmoduln 
bei den beobachtbaren Vorgängen vorkommen undin 
welcher Weise sie auftreten. Wir werden crkennen, dal 
es eine nur kleine Zahl ist, die in den Gesetzen für die wichtix- 
sten beobachtbaren elastisechen Vorgängen eine Rolle spielt. 
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15) Homogen deformirte Krystalle. Der denkbar einfachste 
Fall der Deformation eines Krystalles resp. eines aus einem sol- 
chen gefertigten Präparates ist derjenige, wo die Dilatationscom- 
ponenten an allen Stellen des Kôrpers dieselben Werthe haben; 
man nennt ihn den Fall der homogenen Deformation. Die 
Theorie dieses speciellen Vorganges ist bereits durch die Formeln 
(61) ein für alle Mal erledigt, wenn man in ihnen die nach An- 
nahme nothwendig gleichfalls constanten innern Druckcomponenten 
X,,...X, gemäf den allgemeinen Grenzbedingungen (37) durch 
die auf die Oberfläche des Präparates wirkenden äuBern Drucke 
bestimmt. Hat das Präparat die Form eines rechtwinkligen Pris- 
mas von beliebiger Orientirung gegen die oben besprochnen Haupt- 
axen X,, Ÿ,, Z,, so wählt man dessen Kanten passend zu den 
Richtungen eines gegen die Hauptaxen in bestimmter Weise ge- 
neigten Axensystemes X, Ÿ, Z und erhält dann für letzteres die 
Beziehungen in der alten Form 
69) ee vr Su Xe À Sie À, + SZ Su EL 5162, + 816 À, 


Dabei sind nach (37) X,,...X, unmittelbar gleich den auf die 
Prismenflächen normal und tangential auszuübenden Zu gkräften, 
—X,,...—X, den betreffenden Drucken. 

Diese Formeln zeigen, daB die Elasticitätsmoduln s,, einer 
überaus einfachen und anschaulichen Deutung fähig sind; denn 
wenn je nur eine Druckgattung X,, Y,Z, Y, = Z, Z = X, 
X, = Y, ausgeübt wird, den übrigen aber verschwindende Werthe 
ertheilt werden, so reduciren sich die in (69) rechts stehenden Aus- 
drücke je auf ein einziges mit einem Modul s, proportionales 
Glied. 

DemgemäB erscheinen die Parameter s,, s,,, s,, als die Moduln 
der longitudinalen Dilatationen, s,,, $,,, s, als diejenigen der Quer- 
dilatationen bei einer zur X-, Y-, Z-Axe parallelen Zug- oder Druck- 
kraft X,, Y, Z,; 5, 5; s,, messen die Veränderungen der Kanten- 
winkel bei einem normalen Zug oder Druck, welcher parallel zur 
X-Axe wirkt, 5, Ses 829 UN Sy Saw 55 ANAl0S bei Einwirkungen 
parallel zur Y- und zur Z-Axe. 

Say So Su Sind aber zugleich auch die Moduln der lineären 
Dilatationen, s,,, 5, 5, diejenigen der Winkeländerungen bei Ein- 
wirkung der tangentialen Druckpaare Y, — Z, und die analoge 
Rolle spielen die Moduln s,,...5,, resp. s,,...5, für die Druck- 
paare Z, = X, resp. X, — Y. 

Practisch realisirt sind nur die Fälle normal wirkender 
Drucke und auch diese fast nur so, da entweder alle Prismenflächen 
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den gleichen Druck, oder aber ein Flächenpaar einen beliebigen, 
die beiden andern aber einen verschwindenden Druck erleiden. 
Der erste Fall mag hier noch etwas weiter verfolgt werden. 
Aus lauter gleichmäfig von allen Seiten gedrückten prismatischen 
Elementen läfit sich ein beliebig gestalteter Kürper aufbauen und 
auf diesem Zustand erhalten, indem man auf alle seine Ober- 
flächenelemente den gleichen Druck normal ausübt. In der That 
wird den Haupt- und den Oberflächenbedingungen genügt durch 
die Verfügung 
70) X,= Y,=2,=9p, Y,=0, Z =0,X, = 0. 
Da diese Formeln nach (29) für jedes Coordinatensystem gelten, 
so bezieht man sie passend auf das Hauptaxensystem X,, Y,,Z, 
und schreibt sie demgemäf 
1) X=7;,=Z=9p, Y=0, 2 =0, X° = 0. 
Hieraus folgt dann sehr einfach 
72) —2, = p(sit+ss+s), us f —ÿ = p(s+s,+s), u.s.f 
An diese Formeln môge zunächst eine allgemeine Bemerkung 
angeknüpft werden. Es ist auf S. 144 betont worden, daf die aus 
den Symmetrieverhältnissen der Form abgeleiteten Grundsätze in 
manchen Fällen zur Festlegung eines elastischen Hauptaxensystemes 
nicht ausreichen. Die vorstehend behandelte Deformation durch 
allseitig gleichen Druck liefert einen Gesichtspunkt für eine Fest- 
setzung in den durch das Frühere nicht erledigten Fällen. Sie 
legt nämlich nahe, diejenigen zu einander normalen 
Richtungen zu elastischen Hauptaxen X,, Y,, Z, 
zu wählen, die bei allseitig gleichem Druckihre 
Winkel nicht ändern, — d.h. die Richtungen des 
Dilatationstripels bei allseitig gleichem Druck. 
Diese Verfügung führt zu den drei Bedingungen 
7) Stats = 0, tt = 0, Si + Se +5 = 0, 
durch die wiederum die Anzahl der Elasticitätmoduln und hierdurch 
auch die der Elasticitätsconstanten von 21 auf 18 reducirt wird. 
Es mag darauf hingewiesen werden, daB bei allen Obergruppen 
der Tabelle auf S. 147 mit Ausnahme der beiden ersten diese Be- 
dingangen durch die nach den Symmetrieverhältnissen gewählten 
Axen identisch erfüllt sind. Die neue Verfügung ist mit der 
älteren also im Einklang und erweitert sie nur in einer solchen 
Weise, daB ihre Anwendung auf alle Gruppen môglich wird. 
Die Gesetze der Deformation von Räumen, Flächen, Strecken, 
Winkeln durch allseitig gleichen Druck ergeben sich aus den all- 
gemeinen Formeln (56) bis (59) durch Eïinsetzen der Werthe (72) 
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der Dilatationscomponenten *). Ihre Angabe mag des Raumes 
wegen unterbleiben. Nur der Modul s der räumlichen Compression 
für diesen Fall mag seines besondern Interesses wegen mitgetheilt 
werden; es gilt für ihn 

74) 8 — Si + St Sss + 2 (5% + + si). 

16) Cylindrische Stäbe mit längs der Axe constanter Defor- 
mation. Die bei weitem wichtigsten Beobachtungsmethoden knüpfen 
an diejenigen Deformationen prismatischer Stäbe von gegen den 
Querschnitt groBer Längsdimension an, welche durch Einwirkun- 
gen auf die Grundflächen der Prismen bewirkt werden. 

De Saint Venant‘) hat die Theorie der Deformationen cy- 
lindrischer Kôürper bekanntlich in der Weise in Angriff genommen, 
daB er die Umstände untersuchte, unter denen eine der Cylinder- 
axe parallele Elementarfaser von den Nachbarfasern nur longi- 
tudinale Drucke erfährt. Diese bei isotropen Kôürpern so überaus 
fruchtbare Methode leistet bei Krystallen weniger, da die ge- 
machte Festsetzung über die Drucke schon bei einfachsten Fällen 
der Torsion nicht erfüllt ist. Demgemäf hat auch De Saint Venant 
nach seiner Methode nur speciellere Fälle der Deformation kry- 
stallinischer Stäbe erledisen künnen. 

Für unser Problem scheint es vortheilhafter, der Untersuchung 
ein etwas anderes Ziel zu geben, nämlich sie zu richten auf die 
allgemeinen Eigenschaften der Deformationen, die 
von der Coordinate parallel der Stabaxe entweder 
garnicht, oderineinem Gliedersten Grades, zweiten 
Grades u. s. f abhängen. Dabei soll in der von De Saint 
Venant benutzten Weise der Stab so lang gegen seine Querdi- 
mensionen angenommen werden, daf auf dem überwiegenden Theil 
seiner Länge die Deformation nur von den Gesammtcomponenten 
und -momenten der auf die Endquerschnitte wirkenden äuBern 
Drucke, nicht aber von ihrer Vertheilung im übrigen abhängt. 

Die grülte Bedeutung bat der Fall eines längs der Axe 
gleichfürmig deformirten Cylinders‘"). Die Untersuchung 
ergicbt, daf ein solcher Zustand durch Einwirkungen auf die Grund- 
flächen hervorgerufen werden kann, die eine der Stabaxe parallele 
Resultirende und daneben Drehungsmomente sowohl um die Längs- 
axe, als um in den Endquerschnitten gelegenen Queraxen ergeben. 

Wir legen das X YZ-Coordinatensystem mit seiner Z-Axe in 
die Linie, welche die Schwerpunkte aller Querschnitte verbindet, 
die X- und Y-Axe in die Hauptträgheitsaxen des Endquerschnittes 
z — 0, der in der Regel als befestigt zu denken ist. Dann 
mügen die auf den anderen (freien) Querschnitt z = ! ausgeübten 
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äuBern Drucke die Resultirende T' parallel z uünd die Momente 
A, M, N um die Coordinatenaxen ergeben. Auf dem Querschnitt 
z —= 0 sind dabei zum Zwecke der Befestigung die gleichen und 
entgegengesetzten Einwirkungen anzubringen. (Gemäf den drei 
Arten der ausgeübten Kräfte kommen drei Arten von elastischen 
Problemen in Betracht. 

a) Einwirkung einer longitudinalen Zugkraft. 

Der Cylinder erweist sich als homogen deformirt, die Dilata- 
tionscomponenten sind unabhängig von der Gestalt des Querschnittes 
ein für alle Male angebbar; sie folgen direct aus (69), wenn man 
darin X,—=0, Y, —0, Y, = 0,7, = 0, X, — 0, aber Z — —Iq 
setzt, wobei qg den Querschnitt des Cylinders bezeichnet. Es gilt 
somit 
75) 97, = Syl, dy, = Syol, Q2, — Sysl, QY, = 8,40, 42, = Sal, Q%, = Sel” 

Die Moduln der Dilatationen parallel den Coordinatenaxen 
sind $5,, Sy 533 der Modul der Dilatation des Querschnittes ist 
nach (57) (s,,+5s..). Die Moduln der Winkeländerungen für die 
Coordinatenaxen oder -ebenen sind 54, 8, ss Nach der Tabelle 
auf S. 149 verschwinden alle drei Winkeländerungen, wenn die 
Z-Axe eine 3-, 4-, 6-zählige, die beiden ersten y, und z, allein, 
wenn sie eine 2-zählige Symmetrieaxe ist 4°). 

b) Einwirkung von Drehungsmomenten um die 

Queraxen. 

Die Dilatationscompon nten und die Druckcomponente Z er- 
weisen sich für alle Querschnittsformen als lineäre Functionen von 
x und y; X, Y, Y,, Z, X, verschwinden. 


Die Axenfaser x = 0, y — 0 des Cylinders wird nach einer 
Curve gebogen, deren Gleichungen lauten 
MS, ar nr AS 33 EL . 
76) E — 2 qu &(l 6), MES 2 qu &(l 6); 


dabei bezeichnen x, und x, die Trägheitsradien des Cylinderquer- 
schnittes in Bezug auf seine mit X und Y zusammenfallenden Haupt- 


trägheitsaxen und ist angenommen, da beide Enden (> — 0 und 
z — 1) der Axenfaser in der Z-Axce licgen. 


Die Projectionen der Axencurve haben nach (76) die con- 
stanten Krümmungsradien 
77) ET NE LN- 
MS, 
sie sind also Kreisbogen. 
Wirkt nur das eine der beiden Drchungsmomente 4 und M, 
so ist ciner der beiden Krümmungsradien unendlich; die Axen- 


11 


qu, 
De. 
A5, 
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curve liegt dann in der Ebene normal zu derjenigen Hauptträg- 
heitsaxe, um welche das ausgeübte Moment wirkt. 

Wegen der Constanz von À, und R, wird die Biegung durch 
M und 4 als gleichfôürmig bezeichnet. Der Modul der 
gleichfürmigen Biegungs,, ist identisch mit dem Mo- 
dul der Axendehnung durch longitudinalen Zug. 

Mit der gleichfürmigen Biegung ist bei einem Cylinder aus 
krystallinischer Substanz im allgemeinen eine gleichfürmige Drillung 
verbunden. Die Drehung & eines Querschnittes im Abstand z = € 
gegen den festgehaltenen Querschnitt z — 0 ist gegeben durch 
78) 2qœnin, = (Ms,,x, — As,%!) 6. 

Diese merkwürdige Drillung besitzt dieselben 
Modulns,, unds,,, wie nach (75) die Winkeländerungen 
y, und z, bei longitudinalem Zug. Sie verschwindet nach 
S. 41, wenn die Z-Axe eine beliebig-zählige Symmetrieaxe ist ‘). 

c) Einwirkung eines Drehungsmomentes um die 
Längsaxe. 

Hier, bei der gewôhnlich kurz als Torsionsproblem bezeich- 
neten Aufgabe, liegen auBerordentlich viel grôBere Schwierigkeiten 
vor, wie bei den beiden vorangehenden. Für alle Querschnitts- 
formen gemeinsam läft sich nur ein Resultat erhalten, nämlich 
die GrüBe der die Drillung begieitenden gleichfôrmigen Biegung #). 
Für sie gilt in den Bezeichnungen von (77) 

2qx, Le Nue 
79) E, = NS,’ Lu Vs a. 
Die secundäre Biegung besitzt also dieselben Mo- 
dulns,, und s,, wie die oben besprochene secundäre 
Drillung, und verschwindet mit ihr. 

Im Ucbrigen erfordert jede Form des Querschnittes eine andere 
Lüsung. Die einfachste von ihnen gilt für cinen elliptischen 
Querschnitt #5); hier läft sich allen Bedingungen durch die Ein- 
führung lineärer Functionen von + und y für alle Dilatationscom- 
ponenten, sowie für die Druckcomponenten Fund Z, und durch 
verschwindende Werthe X, Y, X, Z, genügen. Dabeiï ergiebt sich 
für die Drehung œ des Querschnittes z — € der Werth 
80) Again = NE(Sux + Ss%,). 

Die Grüfie © hat also zwei Moduln s,, und s,,, die sich nur für 
cinen schr gestreckten und für einen kreisfürmigen Querschnitt 
auf einen reduciren. 

- Der für die Bevbachtung hervorragend wichtige Fall eines 
rechteckigen Querschuittes führt auf überaus complicirte Diffe- 


eh. 
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rentialgleichungen , die einer strengen Behandlung zu widerstehen 
scheinen. Allgemein läft sich folgende Formel ableiten ) 


p WF 
an(s, + À + (0 + LÉ ) 
81) @ — — "20" 
16ab°(1 + F) 


1 


vu @ und à die halben Seiten des Querschnittsrechteckes parallel 
der X- und der Y-Axe, F' aber eine Function des Verhältnisses 
(u/b) bezeichnet, die nach der Art ihres Auftretens bei einiger- 
mafen gestrecktem Querchnitt (z. B. a/b = 3) als constant be- 
trachtet werden kann. 

Diese Formel stellt natürlich keine vollständige Lüsung des 
Torsionsproblemes dar, wohl aber ein Hülfsmittel, um aus Torsions- 
beobachtungen nummerische Werthe von Elasticitätsmoduln, insbe- 
sondere von s,, abzuleiten, wobei man F (natürlich unter genauer 
Prüfung der Berechtigung hierzu) als unbekannte Constante be- 
handelt und durch eine geeignete Combination von Messungen eli- 
miniert. 

Die allgemeine Formel vereinfacht sich bei Einführung einer 

,2 22 3 
Annäherung, die s%,0°/s,,s,.4* und das Quadrat von ÉRES Eee 


neben Eins vernachlässigt. Dann resultirt 
8NEs 
| 164 (+2 : dr) 


82) 


worin F, eine andere Constante bezeichnet. Die vbige Annäüherung 
ist selbst bei m ‘Bigem a/b cine ziemlich bedeutende, da in Wirk- 
lichkeit s,, und s,, klein neben $,, und s,, zu sein pflegen. 

In dem speciellen Fall, daB s,, und s,, verschwinden, was nacl 
oben Gesagtem stattfindet, wenn die Z-Axe irgend cine elastisch 
Symmetrieaxe ist, gilt streng 


83) <= mr 
16ad(1 +7 F) 


Hier läBt sich dann auch die Function Æ in mehr oder weniger 
cinfacher Weise thcorctisch vollständig bestimmen‘?), so dal sie 
nicht durch eine Combination von Beobachtangen eliminirt zu 
werden braucht. Soweit 7'Elasticitätsmoduln von nicht bekannten 
Zahlwerthen enthält, ist bei seiner Berechnung ein Annäherungs- 
verfahren anzuwenden. 
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17) Cylindrische Stäbe mit längs der Axe lineär varürender Defor- 
mation. Auch der dem oben behandelten an Complication folgende 
Fall, daB die Dilatations- und Druckcomponenten lineäre Functio- 
nen von z sind, führt noch zu verhältnifmäfig einfachen Resul- 
taten‘*). Es läfit sich zeigen, da mit dieser Annahme Drucke 
gegen die freie Grundfläche vereinbar sind, welche Resultirende 
normal zur Stabaxe liefern, so wie auch äufiere räumliche Kräfte 
parallel der Stabaxe von constanter GrôBe. Wir geben die Re- 
sultate für beide Fälle gesondert. 


a) Transversale Zugkraft gegen den freien End- 
querschnitt. 

Zerlegt man die auf den freien Endquerschnitt wirkende 
Resultirende in zwei Componenten 4 und B parallel zu den beiden 
Hauptträgheitsaxen X und Y, so erhält man als Gleichungen der 
Axencurve unter der Annahme, daB deren erstes Element in der 
Z-Axe gehalten wird 


AS 


B 
84) = SAPC-EE, = rt). 


Die Axencurve ist nach einer Curve dritten Grades und somit 
ungleichfôürmig gebogen; der Modul der ungleichfürmigen 
Biegung ist derselbe s,,, wie derjenige der gleichfôrmigen. 

Die Biegung ist im Allgemeinen, obwohl ein Moment um die 
Längsaxe nicht wirkt, von einer Drillung begleitet. Die mittlere 
Drillung eines Querschnittes im Abstand z = 6 von dem be- 
festigten ist gegeben durch 


AS, Bs,, 
4 of) 


Die Moduln sind dieselben, welche die Drillung bei der gleich- 
fürmigen Bicgung messen ‘). 


b) Longitudinale räumliche Kraft von constanter 
GrüBe. 

Dieser Fall hat wegen der Kleinheït der in Wirklichkeït allein 
auszuübenden Kraft (der Schwere) nur cine theoretische Bedeutung. 
Es sei daher nur kurz erwähnt, daf ein unter der Wirkung der 
Schwerc vertical aufgestellter oder aufgehängter Cylinder von ho- 
mogener krystallinischer Substanz sich im Allgemeinen nicht nur 
debnt, sondern auch krümmt. Seine Axencurve hat die Gleichungen 

86) E — — + Z's Hire —i2s.t, 
wobei 7” die parallel der Z-Axe wirkende räumliche Kraft be- 
zeichnet; dic Projectionen der Axencurve auf die Coordinaten- 
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ebenen sind also Kreise von den Radien 

87) MER Z TS, ARE DE AE 
Dabei erleidet ein Punkt im Abstand £& vom festen Ende : = 0 
eine Verschiebung 

88) COR AU à 
Es spielen also auch hier dieselben Moduln 5,,,8,,, 8, eine Rolle, 
die zuerst bei dem Problem der homogenen Deformation neben cin- 
ander auftraten 5°). 

Eine Erweiterung der Fragestellung auf die Fälle, daf die 
Druck- und Dilatationscomponenten hôüheren Potenzen von + als 
der ersten proportional sind, bat Somigliana vorgenommen ‘!). 

18) Berechnung der Hauptmoduln und Haupteonstanten. Wic 
aus Beobachtungen gewisse auf ein specielles Coordinatensystem 
X, Y, Z bezogene Moduln s,, abgeleitet werden künnen, dürfte 
aus dem Vorstehenden zu ersehen sein. Indessen sind diese Mo- 
duln keine dem betreffenden Krystall individuelle Parameter, 
sondern je nach der Lage der Axen X, Y, Z im Krystall ver- 
schieden. Es bietet sich sonach die Aufgabe, aus beo b- 
achteten Nebenmoduln s, die für den Krystall cha- 
racteristischen Hauptmoduln s,, zu berechnen). 

Ueber den Zusammenhang der beiden Arten von Parametern 
ist S. 142 gesprochen worden. Jedes s,, ist durch die Formel (66) 
als eine lineäre Function sämmtlicher s°?, dargestellt, deren Para- 
meter von der Orientirung des Coordinatensystemes X, Y, Z gegen 
das System der elastischen Hauptaxen X,, Y,, Z, abhängen. Man wird 
daher zu den Hauptmoduln dadurch gelangen, daf man soviel geeignet 
gewählte (7) Nebenmoduln s,, beobachtet, als der Krystall von 
einander unabhängige Hauptmoduln besitzt, jeden von ihnen durch 
die Hauptmoduln ausdriückt und die auf diese Weïise erhaltenen 
Gleichungen nach den Hauptmoduln s°, auflüst. 

Die Nebenmoduln hat man dabei, soweit das Material dies 
gestattet, so zu wählen, daf jene Gleichungen müglichst eimfache 
Gestalt annehmen, also der wahrscheinliche Fehler der berechneten 
Hauptmoduln môglichst gering auställt. 

Man môchte zunächst vermuthen, daB man hiernach alle 
Hauptmoduln eines Krystalles dadurch finden künnte, da man 
dieselbe Deformation an # verschieden orientirten Präparaten 
beobachtet, daB heift, einen cinzigen Nebenmodul $,, auf x ver- 
schiedene Coordinatensysteme XYZ bezogen bestimmt. 

Indessen zeigt eine leichte Ucberlegung, daB ein solches Ver- 
fahren nicht zum Ziele führt. Die trigonometrischen Factoren 
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d,,.d,, in dem Ausdruck (66) für die Nebenmoduln sind nicht sämmt- 
lich von einander unabhängig und demgemäB treten die Hauptmo- 
duln in jenen Formeln nicht sämmtlich getrennt, sondern theilweise zu 
Aggregaten vereinigt auf. Die Beo bachtung einer einzigen 
Art von Deformationen genügt also im Allgemeinen 
nicht, um sämmtliche Hauptmoduln eines Krystalles 
zu bestimmen. 

Die bequemste Methode zur Bestimmung eines Elasticitäts- 
moduls ist unzweiïfelhaft die Biegung eines Stabes von recht- 
eckigem Querschnitt; diese liefert nach den Formeln (76) und (84) 
den Modul 5,,; drückt man denselben gemäf der Gleichung (66) 
durch die Hauptmoduln s,, aus, so erhält man eine Beziehung, 
welche die Moduln 5°, nur in 15 Combinationen enthält; z. B. in 
den folgenden 


CHE jee dus Sa) Se Su ch Se 6 
(su + 25%); (+254), (Ses + 283); (Sir), (SF S4); (55e + 565). 
Man überzeugt sich leicht, da auch für specielle Krystallgruppen 
die Anzahl der Combinationen, die in s,, auftreten, stets kleiner 
ist, als die der 5/, selbst. 

Hieraus folgt, daB zur experimentellen Bestimmung aller 
Moduln jederzeit mit der Beobachtung von Biegungen eine solche 
anderer Deformationen verbunden werden muf. Der practische 
Umstand, da die Drillung dieselben Präparate verwerthen 
kann, wie die Biegung, empfiehlt ohne Weiteres jene vor allen 
übrigen Deformationen. 

Die Drillung von Stäben mit rechteckigem Querschnitt führt 
aber nach (81) bis (83) auf den Modul s,,; damit die Combination 
von Biegung und Drillung das Gewünschte. leistet, muB daher der 
Ausdruck für s,, in den Hauptmoduln die 

5425 Pass dues Prat SR Car Chb on ae 
in anderen Combinationen enthalten, als s,,; in der That zeigt 
die durchgeführte Rechnung, daf s,, sich ausdrücken läft durch 


0 0 0 0 0 0 0 ° 
Si1 TE Sos — S39 — Sgnr Sos Ÿ Saga — S98 — Sy ; Sa v oi ses Sos 


QE 0 00e 0 .0 0 0 0 0 0 

Sos — Sign Sa Siar Sas — Sas Si5 — Sas ) 5 — Sger 28 — Sue 1 
() (] 
Sa) Sis See » SP Sea Sés* 


Hieraus es sich aber auf mehrere Weisen sechs von den 
vorigen unabhängige Combinationen bilden. 

Die Verbindung von Biegungs- und Drillungs- 
beobachtungen gestattet also für jede Krystall- 
gruppe die sämmtlichen Hauptmoduln zu bestimmen. 
AuBerdem bietet sie weitgehende Môüglichkeiten zur 
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Prüfung der Theorie. In der That muB jede Bcobachtung 
über die zur Bestimmung der Hauptmoduln nüthige Anzahl hinaus 
sich aus den übrigen berechnen lassen. 

Sind die Hauptmoduln gefunden, so berechnen sich die Haupt- 
constanten auf Grund der Ueberlegung, dafi die Formeln (61) 
durch Auflüsung nach den Druckcomponenten die Gleichungen (41) 
liefern müssen. Die Hauptconstanten «, sind also ebenso De- 
terminantenverhältnisse der Moduln, wie das umgekehrte gilt. 
Die nôthigen Formeln sind leicht nach bekannten Regeln auf- 
zustellen; ihre Berechnung ist aber bei Krystallgruppen mit einiger- 
maBen zahlreichen Elasticitätsconstanten recht umständlich, und 
der wahrscheinliche Fehler der Hauptconstanten fällt demgemäf 
unverhältnifimäfig grôfer aus als derjenige der Hauptmoduln, wie 
das schon auf $S. 140 bemerkt worden ist. 


Thesen. 

Die Combination von Bicgungs- und Drillungsbeobachtungen 
an prismatischen Stäben giebt die geeigneteste Methode zur Be- 
stimmung der Elasticitätsconstanten von Krystallen. 

Dabei wird man soviel elastische Parameter als môglich mit 
Hülfe von Biegungen bestimmen und nur zur Ergänzung Drillungen 
heranziehen. 

Die Elasticitätsmoduln sind bei practischen Anwendungen zur 
Characterisirung eines Krystalles geeigneter als die Elasticitäts- 
constanten. 

Als elastische Hauptaxen eines Krystalles empfehlen sich be- 
sonders diejenigen drei zu einander normalen Richtungen, die bei 
allseitig gleichem Druck ihre Winkel nicht ändern. 


VI. Beobachtungen elastischer Parameter von Krystallen 
und ihre Verwerthung. 


19) Bestimmungen unvollständiger Constantensysteme. Es mügen 
nun zunächst diejenigen Beobachtungen aufgezählt werden, die nur 
auf specielle Fragen hin gerichtet waren und zu keiner Be- 
stimmung eines vollständigen Systemes von Hauptmoduln führten. 

Die ersten messenden und dadurch Epoche machenden Ver- 
suche über Krystallelasticität rühren von Baumgarten‘) her; 
ihr Ziel war — in unserer Ausdrucksweise — die Bestimmung 
des Moduls s,, durch Biegungsbeobachtungen für verschieden 
orientirte Stäbe von Kalkspath und die Vergleichung derselben 
mit dem für diesen Kôürper aus der allgemeinen Formel (66) fol- 
genden Ausdruck. Die Beobachtungen erwiesen sich mit dem theo- 
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Gesetz in Einklang und liefern somit einen Beitrag zur Be- 
antwortung der auf S. 36 gestellten allgemeinen Frage a). 

Die Bestimmung einzelner Zahlwerthe des Moduls s,, für 
einige reguläre Krystalle war auch das Ziel der Beobachtungen 
von Koch) und von Beckenkamp); ersterer untersuchte 
Steinsalz, Sylvin, chlorsaures Natron, letzterer Kaliumalaun und 
Chromalaun; zu einer Vergleichung mit der Theorie reichen beide 
Beobachtungsreihen nicht aus. Die Beobachtungen von Coro- 
milas°f) an zwei monoclinen Krystallen (Gyps und Glimmer) 
betreffen gleichfalls den Modul 5,,, erstrecken sich aber nur auf 
Richtungen, die in einer Ebene liegen, und sind demgemäf gleich- 
falls unvollständig. 

Von Niedmann°?’) sind die Werthe s,, für die Richtungen 
der krystallographischen Hauptaxen in Baryt bestimmt. Ver- 
einzelte Zahlen für verschiedene Krystalle hat Mallock5#) abge- 
leitet. 

Alle diese Beobachter verwendeten prismatische Stäbe, wobei 
allerdings nicht immer Sorge getragen war, die fundamentale 
Annahme, welche die für die Berechnung der Beobachtungen benutzte 
Formel voraussetzt, nämlich die Kleinheit der Querdimensionen 
neben den Längsdimensionen, zu erfüllen. 

Zu exacten Bestimmungen nicht geeignet ist die Biegung von 
Kreiïsscheiben, die auf zwei parallele Schneiden gelagert werden ‘*), 
und die Abplattung einer gegen eine Platte von krystallinischer 
Substanz gepreBten isotropen Kugel, da die Vorgänge sich theo- 
retisch nicht behandeln lassen 5°) Immerhin kann die Methode 
der Kreisscheibe dazu benutzt werden, um mit Aufwand von wenig 
Material zu demonstriren, daf in speciellen Fällen um die zu der 
Scheibe normal stehende Axe die Elasticität die Symmetrie eines 
Rotationskôrpers besitzt. In diesem Sinne ist die von Groth an- 
gegebene Methode von Vater‘!) zur Bestätigung einer Folgerung 
der Theorie an Platten aus Kalkspath und Apatit benutzt worden, 
die normal zu der drei- resp. scchszähligen Symmetrieaxe dieser 
Krystalle geschnitten waren. 

Die Bestimmung der räumlichen Compressibilität eines Kry- 
stalles mit dem Piëzometer liefert nach (74) nur ein einziges 
Aggregat der Hauptmoduln und kommt daher für die Ableitung 
eines vollständigen Modulsystemes wenig in Betracht, um so weniger, 
als genaue Messungen dieser Art die grôften Schwierigkeiten 
bieten. Doch kann eine solche Bevbachtung durch ihre Berechnung 
mit Hülfe anderweit bestimmter Moduln eine eigenartige Prüfung 
der Theorie liefern ‘?). 
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20) Bestimmungen vollständiger Constantensysteme. Vollständige 
Modul- resp. Constantensysteme hat (abgesehen von einer durch 
ihn nur veranlaBten Beobachtungsreihe %#), die wegen der Minder- 
werthigkeit des Materiales keine entscheidende Bedentung besitzt) 
bisher allein der Referent bestimmt‘). Die von ihm angestellten 
Messungen beziehen sich auf folgende Krystalle. 


Reguläres System. 
Gruppe 28. Steinsalz, FluBspath. 
: 29. Sylvin. 
s 81. Pyrit. 
‘ 32. Chlorsaures Natron. 


Hexagonales System. 
Gruppe 21. Beryll. 


Rhomboëdrisches System. 
Gruppe 9. Kalkspath. 
4 10. Bergkrystall. 
s 11. Turmalin. 
5 12. (Dolomit.) 


Rhombisches System. 
Gruppe 6. Topas, Baryt. 


Die Beobachtungen über Dolomit gehôren im Grunde nicht 
in die vorstehende Zusammenstellung, da das verfügbare Material 
für die Bestimmung aller Parameter der Substanz nicht aus- 
reichte; indessen sind sie in bestimmter Rücksicht auf eine der 
oben formulirten allgemeinen Fragen unternommen und geben 
durch die Vergleichung ihrer Resultate mit den für die andern 
Krystalle des rhomboëdrischen Systemes erhaltenen zu deren Be- 
antwortung einen wichtigen Beitrag, — sie stehen also doch mit 
jenen in einem inneren Zusammenbang. 

Was nun jene allgemeinen Fragen selbst angeht, so hat 
sich eine Differenz zwischen der allgemeinsten (Fern- oder Nah- 
wirkungs-) Theorie und der Erfahrung (Frage a) bei den auf die 
Prüfung gewisser überraschender Folgerungen derselben berech- 
neten Beobachtungen an Steinsalz, Beryll, Kalkspath nicht ergeben. 
Man wird also um so mehr die 21-constantigen Elasticitätsformeln 
als die Bevbachtungen umfassend betrachten dürfen, als schwer 
einzusehen ist, nach welcher Richtung hin sie erweitert werden 
künnen, so lange man dic durch die Beobachtung in weitem Um- 
fange bestätigte Proportionalität zwischen Druck- und Dilatations- 
componenten festhält. 

Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse 1900. Heft 2. 12 
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Die nach den Symmetrieverhältnissen môglichen Verschieden- 
heiten zwischen den Krystallgruppen haben sich bisher als in der 
Wirklichkeit auch stets vorhanden erwiesen (Frage b). Ins- 
besondere haben sich die regulären Krystalle, obwohl optisch 
isotrop, elastisch stark aeolotrop, und die Krystalle des 
rhomboëdrischen Systemes, obwohloptisch den hexagonalen 
gleichwerthig, elastisch von ihnen durchaus verschie- 
den erwiesen. Ein besonderes Interesse bietet das elastische 
Verhalten von Dolomit, verglichen mit dem des ihm krystallo- 
graphisch so ähnlichen Kalkspath dar. Die Verschiedenheit der 
Symmetrie, die sich in der Form gelegentlich gar nicht ausprägt 
und nur durch Aetzfiguren nachgewiesen werden kann, drückt sich 
in den Elasticitätsverhältnissen auferordentlich stark aus. 

Bestimmte zahlenmäBige Relationen zwischen den für denselben 
Krystall geltenden Elasticitätsconstanten hat die Beobachtung 
nicht hervortreten lassen (Frage c). Insbesondere haben sich die 
Poisson-Cauchy'’schen Relationen (68) im allgemeinen durch- 
aus nicht bewährt; bei Steinsalz ist die für das reguläre System 
aus ihnen folgende einzige Beziehung c,, = c,, allerdings nahe 
erfüllt, bei andern Krystallen desselben Systems dagegen gar nicht; 
bei Pyrit und chlorsaurem Natron stimmen nicht einmal die Vor- 
zeichen von €, und €, überein. Auch in den andern Systemen 
finden sich neben vereinzelten angenäherten Uebereinstimmungen, 
wie bei Beryll, sehr groBe Abweichungen. 

Die Hypothese von Molekularkräften, die in der 
Verbindungslinie liegen und nur von der Entfernung 
abhängen, ist durch diese Resultate als definitiv 
widerlegt zu betrachten. Da sie aus andern Gründen 
unwahrscheinlich ist, wurde bereits S. 127 erôrtert. | 

Was die für die einzelnen Krystalle gefundenen Zahlwerthe 
der Elasticitätsmoduln und -constanten betrifft, so ist ihre Auf- 
zählung an dieser Stelle wohl nicht angebracht. Doch sei Fol- 
gendes bemerkt. 

Die absoluten Zahlwerthe der Elasticitätsmoduln sind bei den 
verschiedenen untersuchten Krystallen auferordentlich verschieden. 
Im allgemeinen besitzen die Kôrper von grôüferer Härte die 
kleineren Moduln, also die grôBeren elastischen Widerstände. 
Bei Benutzung von Gramm-Gewichten als Kraft- und Millimetern 
als Längeneinheiten ergiebt sich z. B. bei chlorsaurem Natron 


Smet l0 es == 12,6,10 sc 0210 
bei Topas 
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5, — 4,34.10®, 5%, — —0,65.10*, s°, — 9,06.10*, 

Sn — 3,46.10®, 5%, — —0,84.10®, s°, — 7,39.10*, 
 — 8,77.107, 5, — —1,35.10®%, s!, — 7,49.10%, 
Doch ist diese Regel keineswegs eine allgemeine. Für Pyrit 

gilt z. B. 
si, — 2,83.10*, 8 = 0,43.10"*, se, — 9,380.10%, — 

Nach dem $. 154 Gesagten messen s°, — s°, für À und # 
gleich 1, 2, 3, aber h < k, die Querdilatationen in der Richtung der 
ht? Coordinatenaxe bei Zugkräften, die parallel zu der Æt Coor- 
dinatenaxe wirken. Diese Moduln ergiebt die Beobachtung, wie 
das die Erfahrung an isotropen Kôrpern zunächst erwarten läBt, 
in den meïsten Fällen negativ; die Längsdehnung ist von einer 
Quercontraction begleitet. Topas giebt hierfür ein Beispiel. 
Indessen ist diese Eigenschaft keine allgemeine; die vorstehenden 
Zahlen für Pyrit und chlorsaures Natron zeigen, da8 Cylinder, 
aus diesen Krystallen parallel einer Hauptaxe hergestellt und 
longitudinal gedehnt, sich transversal dilatiren, — ein Resultat, 
das einigermaBen überraschend erscheint. 

Allgemeine Untersuchungen über die Frage der Eindeutigkeit 
der elastischen Probleme (d. h. darüber, ob unter gegebenen äufe- 
ren Einwirkungen bei unendlich kleinen Verrückungen «, v, w 
mehrere verschiedene Gleichgewichtszustände môglich sind) haben 
zu dem Resultat geführt, da diese Eindeutigkeit nur in dem 
Falle allgemein bewiesen werden kann, daf das elastische Potential 
f wesentlich positiv ist. 

Die allgemeinen Bedingungen hierfür hat Jacobi) ange- 
geben; ihre Erfüllung hängt von den Zahlwerthen der elastischen 
Parameter ab; es ist somit eine interessante Frage, ob die ge- 
fundenen vollständigen Parametersysteme die Jacobi’schen Be- 
dingungen erfüllen. Wesendonck$) hat diese Untersuchung 
durchgeführt und gezeigt, da wirklich bei den beobachteten 
Krystallen das elastische Potential f eine wesentlich positive 
Function darstellt. 

21) Anwendung der gefundenen Resultate auf isotrope Kürper. 
Die vorstehend entwickelten Resultate gestatten interessante An- 
wendungen auf isotrope Kürper. 

Es ist im IL Theil hervorgehoben worden, daf die ein- 
constantigen Elasticitätsformeln, welche die älteste molekulare 
Theorie liefert, durch die Erfahrung nicht bestätigt werden. Man 
môchte nun vermuthen, da die Einführung der allgemeinen Ge- 
setze der Molekularwirkung, mit denen die spätere Fernwirkungs- 
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theorie operirt, und durch welche die Formeln der Krystall- 
elasticität in Uebereinstimmung mit der Nahwirkungstheorie und 
mit der Erfahrung gelangen, bei den isotropen Kôrpern analog 
zu den zweiconstantigen Formeln führen würde, welche die Nah- 
wirkungstheorie liefert, und welche mit den Beobachtungen im 
Einklang sind. 

Das ist aber so ohne Weiteres keineswegs der Fall. Denn 
wenn man einen isotropen Kôrper als eine Anhäufung jener als 
Moleküle bezeichneten Elementarmassen mit allen môglichen gegen- 
seitigen Orientirungen betrachtet, so ergiebt die S. 129 angeführte 
Definition der Druckcomponenten, da in ihnen die Abhängigkeit 
der Molekularwirkungen von der Richtung keinen Einflu8 auf die 
Werthe der betreffenden Summen haben kann; letztere fallen 
ebenso aus, als wenn statt der mit der Richtung veränderlichen 
Kraft eine constante von einer gewissen mittleren Grôfe wirksam 
wäre, und zwischen den beiden Elasticitätsconstanten resultirt die- 
selbe numerische Beziehung, wie sie die ältere Molekulartheorie 
lieferte. 

Nun legt aber die directe Anschauung eine andere Auffassung 
der isotropen Kôrper nahe, welche zu neuen und befriedigenderen 
Resultaten führt 57). 

Alle Metalle, fast alle dichten Gesteine stellen sich unmittelbar 
als Anhäufungen von Krystallindividuen je nach Umständen ver- 
schiedener GrôBe dar, die in allen môglichen Orientirungen ein- 
ander angelagert sind; bei andern Kôrpern, z. B. bei gewissen 
Glassorten, wird der gleiche Aufbau durch Aetzung einer ange- 
schliffenen Fläche sichtbar. Man darf daher annehmen, daB eine 
solche, vom Referenten als quasi-isotrop bezeichnete Structur 
in der Natur die Regel bildet. 

Sind die Krystallindividuen gro8 gegen die Wirkungssphäre 
der Molekularkräfte, aber klein gegen die Dimensionen des be- 
trachteten Kürpers, und erfüllen sie den Raum vollkommen, ohne 
Zwischenschichten loser, pulveriger Consistenz, so kann man mitt- 
lere Werthe der Druckcomponenten, und somit der Elasticitäts- 
constanten des quasi-isotropen Kürpers aus denen des homogenen 
Krystalles berechnen. 

Nach der Grundannahme schneidet jede durch den quasi- 
isotropen Kôürper gelegte Ebene Krystallindividuen in allen müg- 
lichen Orientirungen, und die in jedem einzelnen liegenden Be- 
reiche der Ebene sind groB gegen die Molekularwirkungssphäre. 
Hicraus folgt, daB die Druckcomponenten gegen eine 
solche Ebene dem arithmetischen Mittel derjenigen 
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Werthe gleichgesetzt werden dürfen, welche die ana- 
logen Componenten in dem homogenen Krystall bei 
allen môüglichen Orientirungen des Flächenelementes 
annehmen. 

Geht man also von den Formeln 


= Fe Can Le + Ca, + CT, ; 


89) 
x. ne 7 4 Ma DO CasT, 


aus, bildet sie für alle müglichen Orientirungen des Systemes 
X, Y,Z gegen das Hauptsystem X,, Y,, Z, und berechnet aus 
ihnen die arithmetischen Mittel, so erhält man die Werthe der 
normalen und der tangentialen Druckcomponenten fitr den quasi- 
isotropen Kôürper. 
Die resultirenden Ausdrücke nehmen die Gestalt an 
—X, = cx,+c,y,+0,, 


90 
Tin =140,9,; 


LA 


hierin bezeichnet 
91) c = 1(34+2B+A4T), c, = i(4+4B—2T), 

c, = 1(24—2B+6T), 
wobei abgekürzt gesetzt ist 
92) Ch + Ga + Gs — 3A, Ga FC + Ci — 3B, 

ts + —= SI. 

À, B, T sind hiernach gewisse einfache Mittelwerthe aus 3 >< 3 — 9 
(verwandten) Hauptconstanten des Krystalles ; die 12 andern Haupt- 
constanten kommen in den Formeln für die Constanten des quasi- 
isotropen Kôrpers überhaupt nicht vor. 


Zwischen den Constanten c, c,,c, des Ansatzes (90) folgt aus 
(91) jederzeit die Beziehung 
98) € = (c—c), 
welche sowohl die alte Molekularhypothese, wie auch die Nah- 
wirkungstheorie liefert; eine weitere Relation zwischen 
den Constanten findet aber im allgemeinen nicht 
statt. Die Formeln (90) bis (98) sind hiernach mit den Resul- 
taten der Nahwirkungstheorie identisch. 

Nur in dem Falle, daB die Moleküle der Krystallindividuen 
keine Polaritäten besitzen, und demgemäf nach (69) die Poisson- 
Cauchy’schen Formeln 


DS AM. PRE ES 0 ONE Es À 
Cu FE < Cas) C5 oi Cas » Cée Cr" Cia 
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gelten, wird B = T° und demgemäk 

c,= #0, c = 30, 
Das ist die Poisson”sche Relation für isotrope Kôrper, welche 
den Uebergang zu den einconstantigen Elasticitätsformeln vermittelt 
und zu deren Prüfung so viele Untersuchungen mit dem verschie- 
densten Erfolg durchgeführt worden sind. 

Von dem oben skizzirten Standpunkt aus ist die hierbei gefundene 
Verschiedenheit des Verhältnisses c/c, bei verschiedenen Kürpern voll- 
kommen verständlich. Für diejenigen Krystalle, deren Elasticitäts- 
constanten bestimmt sind, ist das Verhältnif c/c, nach den Formeln 
(91) und (92) leicht zu berechnen, und man erhält für dasselbe eine 
überaus bunte Mannigfaltigkeit von Zahlen, von dem grôfiten Werth 
13,7 für Bergkrystall bis herab zu negativen Werthen für Pyrit 
und chlorsaures Natron. 

Was die Prüfung dieser Theorie durch die Erfahrung betrifft, 
so kommt hier der Uebelstand in Betracht, daf nur wenige quasi- 
isotrope Kôürper von der vorausgesetzten Beschaffenheit neben den 
zugehôürigen für Messungen brauchbaren Krystallen existiren. Die 
dichten (quasi-isotropen) Vorkommen zeigen in der Regel die 
Krystallindividuen durch pulverige Massen von äuferst kleinem 
elastischen Widerstand lose verkittet und sie ergeben daher nach 
den Beobachtungen, die der Referent zusammen mit Herrn Drude 
angestellt hat %*), auch natürlich erheblich kleinere elastische Wider- 
stände, als sie nach den Formeln (91) und (92) haben müften. 
Man kann indessen plausibel machen, da8 diese Stôrungen auf die 
verschiedenen in den Formeln für die Drucke auftretenden Sammen 
proportionale Wirkungen üben, und daB demgemäf, trotz der 
Verkleinerang der absoluten Werthe der (Widerstands-)Con- 
stanten c und c,, doch ihr VerhältniB c/c, nahezu die theoreti- 
sche GrüBe haben müsse. 

Vergleicht man nun die für die dichten Vorkommen beob- 
achteten Verhältnisse c/c, mit den aus den Elasticitätsconstanten 
des homogenen Krystalles berechneten, so findet man eine ange- 
näherte Uebereinstimmung. Besonders frappirend ist das Ver- 
halten von zwei Varietäten amorpher Kieselsäure verglichen mit 
dem des Bergkrystalles. Wie oben gesagt, liefert der letztere 
statt der Poisson’schen Zahl 3 für c/c, den exceptionell grofien 
Werth 13,7; für Feuerstein fand sich nach der Beobachtung 11,7, 
für Opal 15,6. 

Um die Bedeutung dieser Resultate richtig zu beurtheilen 
muB man in Betracht ziehen, da es einerseits keineswegs sicher 
ist, da Feuerstein und Opal die Kieselsäure wirklich in der Modi- 
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fication des Bergkrystalles enthalten, und daB andererseits die 
direct beobachtbaren Werthe des Dehnungs- und des Drillungs- 
widerstandes E und T sich in dem Ausdruck für das Constanten- 
verhältniB c/c, so combiniren, da$f das Resultat eine relativ geringe 
Sicherheit besitzt. 

Man stellt daher die Vergleichung zwischen Theorie und 
Beobachtung am besten an dem VerhältniB E/T selbst an; diese 
GrôBe wird durch die Poisson-Cauchy’schen Relationen für 
alle Kôürper zu 2,5 gegeben, die oben entwickelte Theorie verlangt 
für Bergkrystall 2,136, die Beobachtungen liefern für Feuerstein 
2,158, für Opal 2,12. Die Uebereinstimmung ist so bedeutend, 
da die dargestellte Theorie dadurch eine werthvolle Stütze erhält. 


Thesen. 

Die bisherigen Beobachtungen sind nach jeder Richtung hin 
mit den 21-constantigen Elasticitätsgleichungen in Uebereinstimmung. 

Krystallgruppen, welche nach der allgemeinen Theorie elastisch 
verschiedenwerthig sein kônnen, haben sich bisher auch stets ver- 
schiedenwerthig ergeben. 

Die Poisson-Cauchy'’schen Relationen zwischen den Elasti- 
citätsconstanten werden durch die Beobachtungen in einzelnen 
Fällen angenähert bestätigt, sind aber in den meisten Fällen auch 
nicht einmal näherungsweise erfüllt. 

Das elastische Verhalten isotroper Kôrper läft sich durch 
die molekulare Hypothese nur dann erklären, wenn man diese 
Kürper aus Krystallfragmenten aufgebaut annimmt. 


Theorie der Thermoelasticität). 

In der vorstehenden Darstellung sind (bis auf die nur vorüber- 
gehend herangezogenen räumlichen Drehungsmomente, die kaum 
mechanisch realisirbar sind,) ausschlieflich mechanische Ein- 
wirkungen auf die Krystalle vorausgesetzt. Es ist aber bekannt, 
daB die elastischen Kräfte auch noch durch andere Vorgänge aus- 
gelüst werden kôünnen, so insbesondere durch die Emwirkung von 
Wiärme, von electrischen und von magnetischen Feldern. Jede 
dieser Wirkungen giebt Veranlassung zu theoretischen Ueber- 
legangen, die wichtige Erweiterungen der vorstehenden darstellen. 
Der Raum gestattet nur kurze Andeutungen über sie zu geben. 

Man betrachtet die angeführten Vorgänge als im thermody- 
namischen Sinne umkehrbare und stellt daher ihre Gesetzce 
am besten mit Hülfe der als thermodynamisches Potential 
bezeichneten Function dar, deren Existenz eben der Ausdruck jener 
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Umkehrbarkeïit ist, und deren Differentialquotienten bekanntlich 
alle für die betrachteten Erscheinungen characteristischen CSS 
in einfachster Weise liefern. 

Versteht man unter & das thermodynamische Potential der 
Volumeneinheit eines Krystalles, so wird dasselbe bei den oben 
genannten Vorgängen aufer von den Dilatationscomponenten x,, 

..æ, auch von der Temperaturänderung rt, sowie von den elec- 
trischen und den magnetischen Feldcomponenten X, Y, Z und 
A, B, C abhängen müssen. 

Dann liefern nach den Grundsätzen der Thermodynamik die 

negativen ersten partiellen Differentialquotienten von & nach den 


Dilatationscomponenten x, ...4x, die allgemeinen Druckcompo- 
nenten =,...%,, diejenigen nach den electrischen und nach den 


magnetischen Feldcomponenten die elektrischen und magnetischen 
Momente Ë, 7, 6 und &, B, y der Volumeneinheit; der negative erste 
Differentialquotient nach der Temperatur + ergiebt den durch die 
andern Argumente bedingten Zuwachs der Energie der Volumen- 
einheit. Handelt es sich neben den stets äuferst kleinen Dila- 
tationscomponenten auch nur um kleine Temperatur-Aenderungen 
z und mäfige Feldcomponenten, so kann man S& nach Potenzen 
jener Variabeln entwickeln und das niedrigste in Betracht kom- 
mende Glied (dasjenige zweiten Grades) allein beibehalten. Die 
Specialisirung dieses Ausdruckes auf die verschiedenen Krystall- 
systeme läfit sich dann nach den Grundsätzen von S. 143 vornehmen, 
am besten mit Hülfe einer geeigneten Zerlegung von & in ein- 
fachere Glieder, wie sie S. 185 ausgeführt ist. 

Für die Vorgänge der Thermoelasticität sind nur die von 
%, ... 4, und t abhängigen Glieder mafigebend. & ist hier also 
zusammengesetzt aus einer homogenen Function zweiten Grades 
der x, ...x, d. h. dem gewühnlichen elastischen Potential f, aus 
einem mit t° proportionalen Glied und einem Term, der bilineär 
in r und x, ...zx, ist. Wir kônnen daher setzen: 


94) = frs. +9,+..+4%,)—47, 
worin die q, und 7 Constanten bezeichnen. 
Für die Druckcomponenten folgen dann die Formeln 
95) FEES, CR PAPE PRE ET RL 
wobei X,,...2X, die in (41) angegebenen Werthe besitzen; die 
Glieder q,t sind also die thermischen Druckcomponenten, die zu 


den rein oder isotherm elastischen Componenten X,,...Y, bei 
Temperaturänderungen hinzutreten. 


Fchlen z. B. äufere Einwirkungen, su sind #,...#, gleich 
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Nall, und bei Einsetzen der Werthe (41) für X,,... X, folgen aus 
(95) Ausdrücke für die der Temperaturänderung rt entsprechenden 
Dilatationscomponenten von der Form 

96) TL = MT, Y, = AT,...2, = UT; 

die bhierdurch definirten thermischen Deformationscoeffi- 
cienten a, sind gegeben durch die Formeln 


97) A, = Gin + Sn +" Le Sas 
welche, nach den q, aufgelôüst, auch liefern 
98) En = An + Alpe °° de Crge 


Die letzteren Formeln haben ein besonderes Interesse, weil 
sie die Berechnung der Constanten g, der thermischen Drucke aus 
den der Beobachtung zugänglichen Elasticitäts- und thermischen 
Deformationsconstanten ermôglichen. Deren Bestimmung gewährt 
aber einen Einblick einerseits in die absolute Grôfe der bei Tem- 
peraturänderungen erregten Drucke, andererseits gestattet sie, zu 
beurtheïilen, ob und wie stark diese Drucke mit der Richtung im 
Krystall variiren. 

Die Beobachtung hat in Bezug auf die letzteren Fragen 
erwiesen, daf die thermischen Drucke, ebenso wie die elastischen, 
Functionen der Orientirung des Flächenelementes sind, gegen wel- 
ches sie wirken, daB sie positiv sind, wenn auch der Krystall sich 
bei der Erwärmung in einer Richtung zusammenzicht, und daf 
die Wirkung einer Temperaturerhühung im allgemeinen durch einen 
allseitig gleichen Druck nicht aufgehoben werden kann. — 

Für den Zuwachs der Entropie H der Volumeneinheit, welcher ° 


den Deformationen x.,...x, und der Temperaturänderung + ent- 
spricht, folgt nach dem oben Gesagten aus (94) der Aunsdruck 
99) ES GT, +0, + "+0, FTT. 


Bezeichnet T, die absolute Anfangstemperatur, von der aus 
der (kleine) Zuwachs Tr gerechnet wird, so ist nach den Grund- 
sätzen der Thermodynamik 7, H die der Volumeneinheit des Kry- 
stalles zugeführte Wiärme Q in mechanischem Maaf, und Q/r die 
Wärmecapacität I der Volumeneinheit Demgemäf ist 
rT, dieser Capacität bei fehlender Deformativon gleich. 

Ist der Vorgang adiabatisch, d.h., findet er ohne Wärme- 
zufuhr statt, so ist H — 0, und diese Gleichung ergiebt bei 
Einsetzen des Ausdruckes (99) für H den Werth 7 der als Folge 
nur der Defvrmation cintretenden Temperaturänderung.  Setzt 
man diesen Werth in die Ausdrücke (95) für die allgemeinen 
Druckcomponenten Æ,, ... #, ein, so erhält man in x,,...æ, homo- 
gene Ausdrücke, die für alle adiabatischen elastischen Vor- 
HE 
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gänge dieselbe Rolle spielen, wie die Grundformeln (41) für iso- 
thermische. An Stelle der isothermischen Elasticitätsconstanten 
©, Stehen in ihnen die adiabatischen c;,, die mit den ersteren 
verbunden sind durch die Formeln 

100) CHA mn tt 


r 


Aebnlich ordnen sich den oben allein benutzten isothermischen 
auch adiabatische Elasticitäts moduln zu. Der Referent hat die 
Werthe der adiabatischen Parameter für diejenigen Krystalle, für 
welche die isothermischen Parameter bekannt sind, berechbnet. 
Die Unterschiede der beiden GrüBenarten sind bei einigen Kôürpern 
ziemlich beträchtlich. — 

Isothermische und adiabatische Vorgänge sind extreme Füälle, 
denen die wirklichen unter Umständen sv nahe kommen, daf sie 
damit identificirt werden künnen. 

Als isothermisch werden wir cinen elastischen Vorgang dann 
anschen, wenn er in einer Umgcbung von constanter Temperatur 
sich so langsam abspielt, da die durch die Deformation selbst 
nach dem Vorstehenden cerregte Temperaturänderung des Kürpers 
Zeit hat, sich durch Wärmeleitung nahezu vollständig auszugleichen. 
Als adiabatisch werden wir ihn dann betrachten, wenn die Aen- 
derungen sv schnell verlaufen, da8 die Wärmeleitung nur ver- 
schwindend geringe Wirkung zu üben vermag. Ersteres findet 
bei den sogenannten statischen Beobachtungsmethoden statt, letz- 
teres bei allen schnellen Schwingungen, also im Gebiete der Akustik. 
Im ersten Falle darf man demgemäf mit den isothermischen, im 
letzten mit den adiabatischen Elasticitätsconstanten und -moduln 
operiren. — 

Wie die vorstehenden Ueberlegungen zugleich die Gesctze der 
thermischen Deformation und die der Deformationswärme lieferten, 
so ergeben analoge Betrachtungen mit cinem durch Berücksichti- 
gung der electrischen Feldcomponenten erweiterten Potential & 
die Gesetze die Piëzo- und Pyroelectricität und die der reciproken 
Phänomene der Electrostriction und der electrischen Erwärmung der 
Krystalle. Indessen mu der blofie Hinweis auf diese Bezichungen 
an dieser Stelle genügen. 
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Ueber die zahlentheorectische Function g(r)undihre 
Beziehung zum Goldbachschen Satz. 


Von 
E. Landau in Berlin. 


Vorgelegt von D. Hilbert durch den vorsitzenden Secretär in der Sitzung 
am 3. Fcbruar 1900. 


Se 
Die Richtigkeit des Goldbachschen Satzes, daf sich 
jede gerade Zahl als Samme zweier Primzahlen darstellen lasse), 
ist durch Herrn Stäckels*) Untersuchungen sehr wahrscheinlich 
geworden. 
Da die Primzahlmenge des Intervalles 1, 2, .. #n mit einemim 
Verhältnis zum wahren Werte für groBe n verschwindend kleinen 


Fehler 


F : ist‘), so lautet Herrn Stäckels*) Näherungsformel 


G, für die Anzahl G, der Zerlegungen der geraden Zahl # in die 
Summe zweier Primzahlen (wobei p+q und qg+9» als zwei ver- 
schiedene Zerlegungen zählen), 


() Gr 


2 


LR SRE 
log” n p(n)’ 
ein Ausdruck, der trotz seiner Schwankungen mit # ins Unendliche 


1) Briefe Goldbachs und Eulers vom 7. und 30. Juni 1742, Correspondance 
mathématique ct physique de quelques célèbres géomètres du XVIllième siècle, 
B. 1, Petersburg 1843, S. 127 und 135. 

2) ,Ucher Goldbachs empirisches Theorem: Jede grade Zahl kann als Summe 
von zwei Primzablen dargestellt werden“, Nachrichten der K. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Gôttingen, 1896, S. 292 —299. 

3) v. Mangoldt, ,Ueber cine Anwendung der Riemannschen Formel für die 
Anzabhl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze“, Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, B. 119, 1898, S. 65—71. 

4) L c., S. 298, 


1 7ex 
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wächst.  Dabei bedeutet p(r) die zahlentheoretische Function, 
welche angiebt, wie viele der Zahlen 


1,2,3,...,n—1,n 


zu n teilerfremd sind. 

Im Folgenden soll zunächst eine die Goldbachschen Zahlen 
betreffende asymptotische Aufgabe behandelt werden; die Lôsung 
derselben Aufgabe unter Zugrundelegung nicht der wahren Werte 
der Goldbachschen Zahlen, sondern der Näherungswerte (1) wird 
zu einer Verification der Resultate führen, zu denen Herr Stäckel 
gelangt ist. 


$ 2. 

Mit Hilfe des von den Herren Hadamard') und de la 
Vallée-Poussin*) bewiesenen Satzes, da die Summe der Lo- 
garithmen der Primzahlen = x asymptotisch gleich x ist, das 
heift, daf der Quotient durch x sich für x — > der Grenze 1 
nähert, läft sich der asymptotische Wert der summatorischen 
Function ?) 

H() = S 0 


n=1l 
folgendermafen bestimmen. 
II (x) ist die Anzahl aller Primzahlpaare p, q, für welche 


a 
ist; dies ergiebt 
IH (x) = x (Xx--p 
( 12e ), 
wenn x(x) die Primzahlmenge des Intervalles 1, 2, .. x bezeichnet. 
Die Summe ist über alle Primzahlen = x zu erstrecken. 

In ciner jüngst erschienenen Arbeit des Verfassers “) ist aus dem 
erwähnten Primzahlsatze die Folgerung gezogen: ,Wenn Æ (y, x) 
eine Function zweïer positiver Argumente ist, welche den Be- 
dingungen genügt: 


1) ,Sur la distribution des zéros de la fonction £ (s) et ses conséquences 
arithmétiques‘, Bulletin de la société mathématique de France, t. 24, 1896, $. 
199—220. 

2) ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers‘, Annales de 
la société scientifique de Bruxelles, t. 20, 29 partic, 1896. 

3) Im Kolgenden wird die obere Summationsgrenze nirgends als ganzzahlig 
vorausgesetzt; der Sumimationshuchstabe hat hier also alle ganzzahligen Werte 
< zx, d. h. die Werte 1, 2,.. |x| zu durchlaufen. 

HS 4 ) ,Sur quelques problèmes relatifs à la distribution des nombres premiers“, 
Bulletin de la société mathématique de France, t. 28, 1900, $S. 25—38. 
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Pers, x) = Ofinl Sins x, 


! 
2) PR PO) a pee ty cu 


== ! 


log v — log » 


3) Bei constantem » ist 


F(v, x) — | es. du ' 


(das heift, der Quotient von F (», x) durch den Wert des Inte- 
grales nähert sich für æ — > der Grenze 0), so ist die über alle 
Primzahlen = x erstreckte Summe 


F'(u, x) 


Tru du 


2 F(p, x) — 
P<=&X ; 
(das heïfit, beide Functionen sind asymptotisch gleich).“ 
Die Voraussetzungen dieses Satzes sind im vorliegenden Fulle 
für 
F(v,x) = n(x—v») 
erfüllt; also ist 


H(x) — je ee du — 1 sd se du, 


da für u > x—2 
a(z—u) = 0 

ist. Durch Betrachtungen, welche den beim Beweise des erwähnten 
Hilfssatzes angestellten analog sind, ergiebt sich, daB diese asympto- 
tische Gleichung auch bestehen bleibt, wenn x(x—#) durch 
T2" ersetzt wird. Demnach ist 
log (x — u) 
1: X—u 


H(x) a L log u log (x — u) dut 


== PE nel Lu + Î pra sale du 
= | logu log(x—u) ÿ =. logu log(x—#) j 


Das zweite Integral auf der rechten Seite geht durch die 
Substitution z—u — v in 


7 v de. CAPOT ENS Nr 
Î log(x—v) logo er 1} log u log(x —«) 


über; also ist 
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du 


1 log u log(x —u) Lois ,, logu (logæ+ log(1—*)) 


c du 
= & up 0 ni T) 
J log w (log x —"+") 


also wenn O (F(x)) eine Function bezeichnet, deren Quotient durch 
F(x) für groBe x nicht beliebig grofer Werte fähig ist: 


x 5 du NT 0: 
PEUT log x Î Pene , logu log’x 
x? x? 
— 2 log* x HO En 


(2) H(x) = > G. — 


H(x) = x 


x? 


2 log x 


$ 3. 


Zum Vergleiche mit diesem streng bewiesenen Satze soll nun- 
mehr der asymptotische Wert der entsprechenden Samme Y G, 
n=1 


berechnet werden, wo für gerades nr G, den von Herrn Stäckel 
angegebenen Näherungswert (1) der Goldbachschen Zahl G, be- 
zeichnet. Die ungeraden n künnen ganz aufer Betracht gelassen 
werden, da eine ungerade Zahl n auf eine Weise als Samme zweier 
Primzahlen dargestellt werden kann, wenn #n —2 eine Primzahl 
ist, sonst auf keine Weise, so daf 


£ x x? 
2, 0 Gps ME | 
5 G 2x & y 1 ee Fr 
È Lt à ee HER fs x 2log° x 
ist. Es handelt sich also um dic Summe 
æ n° 
Ê G. mere log’ n p (x) ’ 


für die chenfalls ein asymptotischer Wert hergeleitet werden soll, 
Zu diesem Zwecke wird es erforderlich sein, die Summe 


1 
220 
für grofe Werte des Argumentes zu untersuchen. 


zum Goldbachschen Satz. 181 


Summen, in denen die zahlentheoretische Function œ(n) auf- 
tritt, sind schon wiederholt behandelt worden. Schon Dirichlet 
hat den mittleren Wert von q(n) bestimmt'). Unter Benutzung 
des Umstandes, daf die summatorische Function 


D(&) = À pr) 
der Gleichung 
Z of] = 4 (x +1x) 


genügt, fand er, daB 
Do) = Sr +0() 


ist, wo « eine zwischen 1 und 2 gelegene Zahl bezeichnet. Später 
hat Herr Mertens*) den Nachweis geführt, daf 


(3) D(x) — Se O(xlog x) 


ist, und endlich zog Herr Ces à r o *) Folgerungen über die asympto- 
tischen Werte von Summen 


À p (n)G(n) 


wo (G(n) eine mit #7 monoton veränderliche Function bedeutet. 
Dagegen ist meines Wissens für die Summe (x) noch kein 
asymptotischer Wert ermittelt worden‘). Die im Folgenden an- 
gewandte Methode gestattet es, die Annäherung weiter zu treiben, 
als es für den vorliegenden Zweck nütig ist, und da der Gegen- 
stand an sich ein Interesse hat, soll die genauere Formel entwickelt 
werden. 

Als Grundlage der Untersuchung dient der bekannte Ausdruck 
von q(n): ; 


wo p alle Primfactoren von x durchläuft. Es ist also 


1) ,Ueber die Bestimmung der mittleren Werte in der Zahlenthcoric*, Ab- 
handlungen der Berliner Akademie, 1849, S. 69—$3, Werke, Band 2, K° 49-66. 

2) ,Ucher einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie*, Journal für die 
reine und angewandte Mathematik, B. 77, 1574, NS. 291. 

3) Cesiro, Sur les fondements du ealeul asymptotique“, Comptes rendus des 
séances de l'académie des sciences, Paris, D. 106, 1888, S. 1651--1654. 

4) Die Betrachtungen am Schlusse der 16. Note in Herrn Cesiros Abhandluns Sur 
diverses questions d’arithmétique“ (Mémoires de la société royale des sciences de Liège, 
2e série, t. 10, 1833, S. 169—170) haben keine Bezichung zu dieser Frage. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasso. 1900. Hoft 2. 13 
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1 1 1 1 =) 
—— == "<< 4 1 
= dal (CE 2 De CAPES D (+5 
? 
wo L alle Teiler von n durchläuft, welche durch kein von 1 ver- 


schiedenes Quadrat teilbar sind; in der That kommt jedes 
Glied 


1 
2 PQ 


Safe Le: For" iireichant. L 
PO) prn..r) pB)..pr)  (—-1)..(m-1) 
einmal und nur einmal in dem auf alle Primfactoren von # er- 
streckten Produkte TT] fi + =) vor, wenn man die Multiplication 
ausfübrt. Also ist 
Hu MNT ele le 
m=1p(n) in T7 pl) 
Kehrt man die Summationsfolge um, so hat / alle quadrat- 
freien Zahlen = x zu durchlaufen; eine solche Summe soll stets 


durch >) bezeichnet werden; x kann jedem unterhalb x gelegenen 
Vielfachen von ? gleich sein. Es ne sich somit 
1 pe À 
(x 0, — , 
AE =2 0 p() 2 ee à) T0 m—1 
Nun ist, wenn C die Eulersche Constante bezeichnet, 


+ l 
>> — logz—logi+C+28- (0 = 8 = 1); 
in æ 
daraus folgt 
P(x) = > To0 D (logz— logl+0)+ 03 . 


ad 


x’ 


lon 1, L. FL 
70 CUS 2,0 


Die beiden Reiïhen À Er Toù und À TE convergieren; cs 


(4) Y(x) = (logx+ œ D et 


ist 
ÊTr0 = = oo) 56) I +5) 


wo p alle Primzahlen durchläuft, also 


p to" fautes ci Hé lnhsioges onnipts Lt ts. 
= Îoo-n  UGinre-n  Ù G= 565 
1 
PORN ST 10) C en 2 à 


pe 


6) 


(7) 


zum Goldbachschen Satz. 183 


. Sovi 315 € (3). 


1 
ro ! 
ButoQ 2 EP To 
wo Î alle quadratfreien Vielfachen von és durchläuft, also 
= y_l8? su 
220202 5905 


wo m alle quadratfreien, nicht durch y teilbaren Werte annimmt. 
Offenbar ist 


1 1 __ 3156(8) 
1 =) 
( METCES È mp (mn) TO) DO Fax 
dies ergiebt 


ÿ log? ca ue x logp __ 3156(8) logp 
ÆitpO pet) 2x pp -p+l 
Da die Gleichung (4) in erster Annäherung lebrt, daf 
1 315 6(3) 
P(x):= Des Lu log x 
ist, so ist a fortiori 
LR 1 < 
— = O(log x). 
= PO — à, +0 En 


Dies folgt auch daraus, daf 


1 L 1 
nn SU +) = — 5 
LE ? 
ist, ein Ausdruck, der bekanntlich die GrüBenordnung log x hat. 
Aus der alleinigen Thatsache, daf 


Y(x) = 0 (logx) 
ist, folgt 
Le 1 @ 1 log x 1 
, mon sd my: É +) = | | 
” 2, 10 <2, n p(n) x | 
in zweiter Annähcrung lehrt also (4), daf 


315 £ (3) 1. 919 6 (3) d __logp 
2 x 4 log 2 T* CG TR 2h ra Ft D + 1 


P(x) = 


LE ) +0 (0 
ist, Wo 
lim Ô (x) = 0. 
LAS 0 0) 
Mit Benutzung des socben gefundenen Resultates 
W(x) = «a logz + 0 (1), 
4 13* 


(10) 
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wo « eine Constante ist, ergiebt sich weiter 


SHrAI œ 1e se Y(n)— P(n—1) 
72 Lo (1) <2, nn) 1541 k 
k 1 (x) 
=È vo) - n + Hat 


æ «alogn ÉTe | 1 «logz F) 
_ — ———|— (®) 
2 se DU, _. nl 


énoe [ar EE +0f) 
APTE: z e 


x FE +2) - «8 +0() 


pue AE? æ À 

Detail 1 
UT À v6) 
de 2@ — (li 
a, log} logn _g 
LT) eme 

4 p(n) (*e" ogn DE (x) log (x + 1) 

n=2x+1 n z+1 


SEC) 1 F(n)__ alog’z log x 
=ù n log(1 + +2) +logn) 1) 8E+0("E*) 


(ee) 2 2 
= « [ EE dat + o(°0E7) 
x L x 


Y(n—1)) 


(ee) 
c+ 


pile log a log* x logx 
hero) to) 


SUPER TES 
@) Eten = 5) 


Als Schlufresultat ergiebt sich also aus den Gleichungen (4) 
bis (9): 


(x) ÈS vel 0 (og TC > FE +0 (tas) 


2x —p+1 z 
$ 4. 
Sind %,(x) und Y, (x) die auf alle ungeraden bezw. geraden 
Zabhlen des Intervalles 1, 2, . . x erstreckten Summen Y y so 
ist 


P,(x)+ 8, (à) = F(x); 
der in $ 3 dargelegte Gedankengang führt, indem man alle 
vorkommenden Summen auf ungerade Argumente beschränkt, zu 


zum Goldbachschen Satz, 18b 


der Gleichung 
il 
P (x) = er radins +0{FE®), 


wo y eine Constante ist, Ue qe Wert es für den gegenwärtigen 
Zweck nicht ankommt. Daraus folgt 


D 6 = wo = SEO pog s+e+0(0E); 


c bezeichnet eine Constante. 
Folglich ist 


< 2 


n 


ee log” n p(n) = Tr v er, 61) 


PR n = 


= v 166) v : o(°s: »\{ v (v+1} 
= — — ] us 
À, log'v x‘ Le mi |. P | > v  log'(v+ 


nl (x +1) 
5 . æ log'(x+ (a 
__ 105 COS » é f*E ; x x 
a 2,108 v Lu 245 de +0 (pe ] 
So *xdx rt 
, log” Fi He 
(12) : 105 €(8) _x° 
À, Sn — 2x* log’x 


Der wahre Wert à G,, ist, wie oben gefunden wurde, 


CEA 
1 2 
Tire Von IUerrn Stäckels Nüherungsformel ausgchend gelangt 
D 


man also nicht nur zu der richtigen Grôllenordnung der summatorischen 


2 
Function, sondern die Constante, mit iwelcher Le mullipliziert ist, 
D 


ist auch ungefähr gleich dem wakren Werte }, da 


Meet 
ES QE Li 


ist. Also z | 
(13) D (G,.— G,,) — 0,148. : LG 
n—=1 


og x 

Ueber den bei Anwendung der Näherungsformel (1) für @, 
selbst begangenen Fehler kann man hieraus keinen Aufscblui er- 
halten, da in der Samme (13) die positiven und negativen Fehler 
sich aufheben; man ersicht jedoch, daB die Samme der positiven 
Fehler die Summe der negativen Fehler übertrifft, sogar um soviel, 
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daf die algebraische Summe sämtlicher Fehler von derselben 
GrüBenordnung ist als die Summe der wahren Werte. Daf die 
Formel (1) zu gro8e Werte liefert, ist Herrn Stäckel nicht 
entgangen; er hat deshalb noch eine zweite Näherungsformel”) an- 
gegeben, welche aber asymptotisch dieselbe saummatorische Function 
ergiebt. 

Wenn aus den asymptotischen Resultaten der vorliegenden 
Arbeit eine Folgerung auf die Werte der Groldbachschen Zahlen 
G,, selbst gezogen werden kann, so würde es die sein, daB es sich 
vielleicht empfehlt, Herrn Stäckels Näherungsformel mit der 


Constanten = 0,772 .. zu multiplizieren. Dann ist die 


T° 
105 £ (3) 
summatorische Function asymptotisch gleich der summatorischen 
Function der Goldbachschen Zahlen; die algebraische Summe der 
Fehler ist alsdann von geringerer GrüfBenordnung als die Summe 
der wahren Werte. 
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Ueber die Furchung unbefruchteter Eier unter der 
Einwirkung von Extractivstoffen aus dem Sperma. 


Von 
Dr. Hans Winkler in Tübingen. 
Vorgelegt durch Ierrn E. Ehlers in der Sitzung am 19. Mai 1900. 


Es ist durch die Versuche verschiedener Forscher bekannt, 
daB sich unbefruchtete Eier gewisser Ticre durch die Einwirkung 
von Chemikalien zu mehr oder weniger weitgehender parthenogene- 
tischer Furchung bringen lassen. Tichomirov (Boll. mens. Bachicolt., 
Padova 1336) konnte Eier von Bombyx durch 2'/> Minuten langes 
Eïintauchen in concentrirte Schwefclsäure (oder durch 10 Minuten 
andauerndes Bürsten) veranlassen. einige Teilungen einzugehen. 
Dasselbe errcichten Dewitz (Biol. Centralhl. VII. 1887. p. 93) durch 
Behandlung mit Sublimatlüsang bei Froscheiern, und Koulagine 
(Zovl. Anz. XXI. 1898 p. 653) an Eicrn von Fischen und Am- 
phibien durch Bechandlung mit Antidiphterieserum.  Hierher ge- 
hüren auch die Bevbachtungen Morgans über die Emvwirkung 
concentrirten Mecrwassers auf die Teilung unbefruchteter Eicr 
(Arch. f. Entw. Mech. VII, 189, p. 448), R. Hertwigs über die Ent- 
wickelung des unbefruchteten Secigeleies bei Strychninbehand- 
lung, die Versuche von Klebs (Die Bedingungen der Fortpil. bei 
einigen Algen u. Pilzen 1596, p. 245) über die Bildung von Par- 
thenosporen infolge der Einwirkung von Salz- und Zuckerlésungen 
auf copulirende Spirogyrazellen. u. a. vor allem aber die Entdeckung 
Loebs (Amer. Journ. of phvsiol. III, 1899, p. 135), daB sich unhe- 
fruchtete Lier von Arbacia farchen und zu normalen Pluteis ent- 
wickeln, wenn man sie 2 Stunden lang der Einwirkung einer 
Mg Ck-Lüsung von bestimmter Concentration aussetzt und dann 
in reines Secwasser zurückversetzt. 
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Auf Grund dieser Versuchsergebnisse erschien mir die Prüfung 
der Frage wünschenswert, ob nicht aus dem Sperma selbst Stoffe 
zu isoliren seien, welche den gleichen Erfolg hervorrufen künnten, 
wie die von den genannten Forschern benutzten Chemikalien. Ich 
stellte daher bei Gelegenheit eines 6-wôchentlichen Aufenthaltes 
an der zoologischen Station zu Neapel in diesem Frühjahre einige 
dahingehende Versuche an Secigeleiern an. Freilich konnte ich, 
da meine Hauptaufgabe auf ganz anderem Gebiete lag, nur unver- 
hältnismäBig wenig Zeit darauf verwenden, hatte auch infolge an- 
dauernd schlechter Witterung sehr unter Materialmangel zu leiden, 
sodaB meine Untersuchungen über diese Frage nicht über das Stadium 
von Vorversuchen hinausgekommen sind. Ich hätte daher jetzt 
auch noch nicht an Verüffentlichung gedacht, wenn mir nicht zu- 
fällig eine kurze Notiz von R. Dubois, Sur la spermase et l’ovu- 
lose (Compt. rend. hebdom. des séances d. L. Soc. de Biologie LIT, 
1900, p. 197) in die Hände gefallen wäre. Dubois gibt darin an, 
auf Grund — nicht beschriebener — Versuche zu der Ansicht 
gekommen zu sein, da die Befruchtung das Ergebnis wäre der 
Einwirkung eines befruchtenden Fermentes (d'une zymase fécon- 
dante), und daf es ihm gelungen seï, aus dem Sperma von Echinus 
esculentus eine ,zymase“ zu isoliren, die er ,Spermase“ nennt, 
und die imstande sei, eine im Ei vorhandne Substanz, die ,Ovulose“ 
zu modificiren. Da er der seltsamen Ansicht ist, da8 Enzyme nicht 
diffundiren künnen, gibt er an, daf die Spermase auch nicht durch 
Diffusion oder Osmose in das Ei hineingelangen künne, und deshalb 
fehlen jedenfalls auch alle Versuche, die Einwirkung der Spermase 
auf unbefruchtete reife Eier direkt zu prüfen. So lange aber 
solche Experimente nicht vorlicgen, sind die an und für sich recht 
interessanten Angaben über Fermente in Sperma und Ei für die 
uns beschäftigende Frage ohne Belang. 

Dubois citirt nun in seiner Mitteilung eine Note von J.-B. Piéri, 
Un nouveau ferment soluble: l'ovulase in den Archives de zoologie 
expérimentale et générale, 3. sér., T. VII, 1899, p. XXIX, die mir 
leider vüllig entgangen war. Piéris Versuche sind im August 1897 
in Roscoff gemacht, sie decken sich teilweise mit den von mir an- 
gestellten, scheinen mir aber zum Teil durchaus nicht beweiskräftig 
zu sein. Sie bestehen in Folgendem : Gesundes Sperma von Strongy- 
locentrotus lividus und Echinus esculentus wurde in einem Glas 
l/ Stunde lang a) mit Meerwasser, b) mit destillirtem Wasser 
geschüttelt. Dann wird durch ein Papicrfilter filtrirt und in das 
Filtrat sofort oder 4—10 Stunden nach der Darstellung frische 
Eier gebracht. Der Erfolg war bei a) Furchung der Eier bis zum 
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Morulastadium, bei b) gab es nur einige wenige Teilungen. Aus 
diesen Resultaten schliefit Piéri, da man den Spermatozoiden 
durch einfaches Schütteln ein lôsliches Ferment, die ,Ovulase“, 
entziehen kann, das die Eigenschaft besitzt, die Furchung der Eier 
herbeïizuführen. 

Sehen wir uns diese SchluBfolgerung näher an, so ist zunächst 
klar, daB der Schluf auf die Fermentnatur des in dem Filtrate 
enthaltenen wirksamen Stoffes durch Nichts gerechtfertigt ist. 
Zum mindesten hätte versucht werden müssen, ob das gekochte 
Filtrat noch die gleiche Wirkung hervorbringt, und erst wenn dies 
nicht der Fall wäre, kôünnte man es als nicht unwahrscheinlich be- 
zeichnen, daB die Wirkung des Filtrates auf der eines Enzymes 
beruhe. Aber auch die Versuchsanstellung Piéris erscheint mir 
nicht einwandfrei. Was zunächst die Versuche a) betrifft, so 
macht sich Piéri selbst den Einwurf, daf durch das Schütteln 
keineswegs notwendig alle Spermatozoen getôtet werden. Der 
Procentsatz der dadurch abgetüteten dürfte sogar, bei ihrer aufer- 
ordentlichen Kleinheït, ein recht geringer sein. Auch das einmalige 
Filtriren durch ein einfaches Papierfilter hilft so gut wie Nichts. 
Selbst bei 5—Gmaligem Filtriren durch dreifache Papierfilter finden 
sich nach meinen Erfahrungen noch einzelne Spermatozoen im 
Filtrat. Auch das vermag endlich dem Versuche noch keine Be- 
weiskraft zu geben, daf Piéri erwähnt, die durch das Filter ge- 
gangenen Spermatozoen ,étaient sans queue, immobiles, c’est-à-dire 
morts, autant qu’on à pu le constater au microscope“. Die ganze 
zu den Versuchen benutzte Flüssigkeit kann ja doch nicht unter 
dem Mikroskop controllirt werden, und es muf deshalb als durchaus 
nicht ausgeschlossen angeschen werden, dal sich bei dem Versuche 
a) in dem Filtrate noch Ilchende Spermatozoen befanden haben. 
Damit verliert er jede Beweiskraft. — Bei dem Versuche b) kann 
man dagegen wol annehmen, daB durch das Schütteln mit destil- 
lirtem Wasser, vorausgesetzt, daB dessen Menge im Verhältnis 
zu der des hineingeschütteten Spermas eine ziemlich groie war, 
alle Spermatozoen abgetütet wurden. Man kann also daraus 
schlieBen, da sich in der That durch Schütteln mit destillirtem 
Wasser dem Sperma ein Stoff entziehen läüfit, der mit den unbe- 
fruchteten Eiern in Berührung gebracht, diese zu einigen Teilungen 
veranlaft. Freilich ist auch dieses Resultat nicht ohne weitcres 
verwendbar, da P. die Eiïer in destillirtes Wasser brachte, und 
wenn sich auch die Controlleier in destillirtem Wasser ohne ,Ovu- 
lase“ nicht furchten, sondern glasig wurden und zerplatzten, so 
hat doch die Einwirkung der Ovulase micht auf normale, sondern 
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auf durch die Einwirkung des destillirten Wassers geschädigte 
Eier stattgefunden. 

Ich gehe nun daran, meine eigenen Versuche, die wie gesagt 
vôllig unabhängig von Piéri ausgestellt wurden, in Kürze zu be- 
schreiben. Alles Nebensächliche, und die zahlreichen Versuche, 
die ich ohne sicheren Erfolg anstellte, werde ich dabei übergehen 
und mich nur an das halten, was sicher ist. Meine Versuchsobjekte 
waren Sphaerechinus granularis und Arbacia pustulosa. Sämtliche 
zu den Versuchen benutzten Gefäfe und Instrumente wurden vorher 
unter dem Strome der Süfwasserleitung abgespült, um sie von 
allen durch irgend einen Zufall anhaftenden Spermatozoen zu 
reinigen, das Seewasser, in das die Eiïer ausgeschüttelt wurden, 
war aus demselben Grunde abgekocht worden, und auch die Tiere 
selbst wurden vor dem Oeffnen einige Minuten lang unter der 
fliefenden SüBwasserleitung gründlich abgespült. Der Einwurf 
also, den sich Piéri selbst macht, da ev. doch einige der 
benutzten Eiïer trotz der Vorsichtsmafiregeln befruchtet worden 
sein kôünnte, fällt für mich ohne weiteres weg, da bei allen 
meinen Culturen sich nicht ein einziges Mal ein Ei als befruchtet 
erwies. 

Wurden die Spermatozoen einfach in Mecrwasser durch Er- 
hitzen auf ca. 50—60° C. abgetôtet und Eier in die abgekühlte 
Flüssigkeit gebracht, so erfolgte Nichts. Wurden sie aber in de- 
stillirtes Wasser aufgenommen und etwa cine halbe Stunde lang 
unter üfterem Durchschütteln darin gelassen, so ergab es sich, da 
die Flüssigkeit jetzt wirksam war. Natürlich wandte ich sie nicht 
so direkt an, sondern filtrirte erst 5—6 Mal durch ein 3-faches 
Papierfilter und fügte dann soviel des Rückstandes von eingedampftem 
Meerwasser hinzu, daf die Concentration der normalen Seewassers 
(ca. 41/0) gleich war. In dieses Wasser gebracht, zeigten die un- 
befruchteten Eier sowol von Sphaerechinus als von Arbacia — 
jedes natürlich nur im Spermaextracte der eigenen Art — Fur- 
chungserscheinungen. Ich müchte aber gleich bemerken, da keines- 
wegs alle Eier reagirten, sondern nur ein nicht sehr groBer Teil; 
mehrfach kam es auch vor, da mit ein- und derselben Sperma- 
flüssigkeit Eier des einen Individuums reagirten, die von einem 
anderen nicht. Ferner ging die Furchung im besten Falle nur bis 
zum Vicrerstadium regelmäfig vor sich, dann wurde sie ganz ab- 
norm, und dic vielen ungleich grofien Furchungskugeln glitten, wol 
infolge der natürlich fehlenden Dottermembran, auseinander. Die 
Geschwindigkeit der Furchung war bei den so behandelten Eiern 
cine beträchtlich geringere als bei normal befruchteten. In den 
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selbstverständlich angestellten Controllversuchen zeigte niemals ein 
Ei ähnliche Furchungserscheinungen. Auf Einzelheiten der Fur- 
chungsbilder kann ich in dieser vorläufigen Mitteilung selbstre- 
dend nicht eingehen. Es sei nur erwähnt, da das thatsächliche 
Vorhandensein von Mitosen durch Färbung mit der von Boveri 
in den Zellenstudien empfohlenen Schneiderschen Carminessig- 
säure constatirt werden konnte. Damit erst ist erwiesen, daf es 
sich um wirkliche Furchungs- und nicht um Zerfallserscheinungen 
handelt. 

Bei dieser Darstellung des wirksamen Stoffes, durch Aus- 
schütteln des Spermas in destillirtem Wasser, bleibt es unklar, 
ob der Stoff den Spermatozoen durch Osmose entzogen wird, oder 
aber ob diese bei der plützlichen Uebertragung aus ca. 4°/o Salz- 
lôsung in destillirtes Wasser nicht aufplatzen und ihren ganzen 
Inhalt in die umgebende Flüssigkeit treten lassen. 

Ich versuchte die Darstellung noch auf einem anderen Wege 
mit Erfolg. Fr. Miescher gibt (Histochem. u. physiol. Arbeiten, 
Bd. II, 1897, p. 63) an, da auf Lachssperma nichts so zerstôrend 
wirke als eine 10—15°/ Kochsalzlüsung. Um bei den Seeigeln 
äbhnlich zu verfahren, dampfte ich 400 cem Meerwasser ein und 
nahm den Rückstand in 100 ccm Meerwasser auf; da das Seewasser 
bei Neapel ca. 4°) Salze enthält, erhielt ich so eine ca. 20°% 
Lôüsung, in die ich das Sperma ausschüttelte. Es verquoll sofort. 
Ich lieB unter üfterem Schütteln etwa ‘'/2 Stunde stehen, filtrirte 
und verdünnte das Filtrat mit destillirtem Wasser wieder zur 
normalen Concentration des Meerwassers. Wurden unbefruchtete 
Eiïer der Species, von der auch das Sperma stammte, in dieses 
Wasser gebracht, so zeigten auch sie die gleichen abnormen Fur- 
chungserscheinungen. 

Dies sind im Wesentlichen meine Versuche. So lückenhañft 
sie sind, eins geht doch mit Sicherheit daraus hervor: daf that- 
sächlich im Sperma verschiedener Seeigel ein Stoff vorhanden ist, 
der, dem Wasser beigemengt, in dem unbefruchtete Eier derselben 
Species liegen, diese veranlafit, einige Teilungen einzugchen. Die 
Natur dieses Stoffes bleibt vorläufig vüllig dunkel. Ich habe nicht 
einmal mehr den nämlichen Versuch mit gekochter Flüssigkeit 
machen kônnen, und es würde übrigens, auch wenn es sich zeigte, 
daB in der gekochten Flüssigkeit die erwähnten Furchungserschei- 
nungen nicht eintreten, damit noch lange nicht erwicsen sein, daB 
der wirksame Bestandteil des Spermaextractes ein Ferment würe. 
Ob es daher ein solches ist, was die Teilungserscheinungen auslôst, 
wie Piéri und Dubois annehmen, oder etwa Nuclein, zu welcher 
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Annahme Miescher (L c. p. 95) neigt, mu8 ich vôllig dahingestellt 
sein lassen. Weitere Versuche müssen das entscheiden. 

Auf alle die wichtigen theoretischen Fragen, die sich an diese 
Thatsache knüpfen, näher einzugehen, verbietet mir der Charakter 
dieser Mitteilung. Nur einige wenige Bemerkungen seien mir ge- 
stattet. 

Loeb schliefBt bekanntlich aus seinen Versuchen, daf das Sper- 
matozoon gewisse Metallionen in das Ei einführe, die diesem fehlen; 
erst dadurch werde das Ei entwickelungsfähig. Mit schlagenden 
Gründen wendet sich Delage (Arch. de zool. expér. et gén. LIL. sér., 
T. 7, 1899, p. 525) gegen diese Auffassung, und mit Recht sieht 
Nathansohn (Ber. d. dtsch. bot. Ges. XVIII, 1900, p. 108) in der 
überraschenden Wirkung der MgCl:-Lüsung nur ,eine gewisse Reiz- 
wirkung , deren Natur uns vüllig unbekannt ist, und die zu dem- 
selben Resultat führt, wie das Eindringen des Spermatozoons“. 
Offenbar befindet sich das Ei vieler Organismen in sebr labilem Gleich- 
gewichte. Chemische und mechanische (Tichomirov) Reize und Tempe- 
raturerhôhung (Klebs, Nathansohn) sind imstande, dieses Gleich- 
gewicht zu erschüttern und in dem Ei complicirte Vorgänge, Um- 
setzungen und Umlagerungen, auszulôsen, die zur Entwickelung 
führen. Unsere Resultate reihen sich unmittelbar hier an, nur ge- 
währen sie deshalb ein besonderes Interesse, weil man annehmen kann 
und mu, daf der im Sperma enthaltene, die Eiïer zur Furchung 
anregende Stoff auch bei der normalen Befruchtung mitwirkt. Im 
übrigen ist dem Wesen nach seine Wirksamkeit offenbar der des 
Magnesiumchlorides, Strychnins u. s. w. vüllig analog und hat mit 
der Befruchtung an und für sich direkt nichts zu thun. Auch 
wenn es dereinst gelingen sollte, — und ich zweifle nicht, daf 
dies bei gccigneten Objekten und gecigneter Versuchsanstellung 
der Fall sein wird —, durch die Einwirkung eines aus dem Sperma 
isolirten Stoffes auf unbefruchtete Eier nicht nur anormale Fur- 
chungsstadien, sondern normale Organismen zu bekommen, auch 
dann wird man noch weit davon entfernt sein, etwa von ,chemi- 
scher Befruchtung“ reden zu dürfen. Die so erhaltenen Orga- 
nismen werden nur mütterliche Eigenschaften haben und werden 
trotz des aus dem Sperma stammenden Stoffes ebenso als durch 
Parthenogenesis crzeugt anzuschen sein, wie etwa Marsiliapflänz- 
chen, die man durch Temperaturerhühung aus unbefruchteten Eicrn 
gezogen hat. Es ist eine andere Frage, ob nicht den in dem 
Spermatozoon enthaltenen Stoffen cine specifische morphogene Wir- 
kung zuzuschreiben ist, infolge deren die Zusammensetzung und 
Struktur des Eies und damit die Eigenschaften des künftigen Or- 
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ganismus modificirt werden, ähbnlich wie die ganze Entwickelung 
der Echinidenlarve durch Lithiumsalze in typischer Weise modi- 
ficirt wird. Dies ist eine Frage, die der experimentellen Ent- 
scheidung zugänglich ist. 

Natürlich werde ich die oben geschilderten Versuche fort- 
setzen und ausdehnen, zum Teil bin ich bereits an anderem Ma- 
terial damit beschäftigt, gedenke aber besonders, zur Laichzeit 
des Lachses und im nächsten Frühjahr zu der des Frosches die 
Untersuchung wieder aufzunehmen. 


Tübingen, 17. Mai 1900. 


Ueber eine Verallgemeinerung der Taylorschen 
Reibhe. 


Von 


G. Mittag- Leffler, 
vorgelegt durch Ilerrn F. Klein in der Sitzung vom 19. Mai 1900. 
Es sei 
A 0, 1, 2,500 


less À mem 0041:2, 45.60 
à Que SOSOER 


ŒL2.  Co 


| 


cine #fach unendliche Folge von Functionen einer gewissen Anzahl 
von Variablen. Dic Definition der mchrfachen Reihe 


wird gewühnlich in der Weise gegchen, daB man diese Reihe 
einer cinfachen Reïhe gleichsetzt, deren Glicder die verschicdenen 
Functionen la, LE sind, geordnet nach einem gegebenen Prinzipe. 
Gleichwobl empfiehlt es sich, für das Studium dieser Reïhe einen 
anderen Gesichtspunkt einzuführen, der trotz sciner groBen Ein- 
fachheit und trotz der Vorteile, die er hietet, doch nicht in ver- 
dientem Maañe die Beachtung der Mathematiker gefunden zu 
haben scheint. : 

Wix stellen die folgende Definition auf. Wir nehmen an, 
da die Reihen 


10 Ex 
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lobe sat. Fi 120 PAT 
CO 

IFR G A Le y, À 0 li A1 

Re + ri 

fa, 4 2 A À 
CO 

f =, 2 f 
4=0 


sämtlich convergent sind für ein bestimmtes Wertsystem der 
Variablen. Wir sagen dann, daf die Reihe 


D Dao A PNere 


1 =0 4 —01,— 


eine »fach unendliche Reiïhe ist, welche für dieses 
Wertsystem convergirt. Wir nehmen ferner an, da die 


Reiïhen 
f, far 


sämtlich gleichmäfig convergent seien für einen gemeinsamen 
Bereich B im Innern des Existenzbereiches der Functionen Fe 
ee 


Wir sagen dann, daB die Reïhe f eine nfach unendliche 
Reiïhe ist, welche in dem Bereiche B gleichmäfig 
convergirt. 

Nach Aufstellung dieser Definition kôünnen wir folgenden Satz 
aussprechen ‘). 

Wenn die Functionen 


PE PO ET dr 


nee (ire 0 
f (Veste) + Pod see 
A CAS NT RO TS 


für den Bcrcich B cindeutige und regulüre Functionen der Variablen 
æ,...x, sind und die Reihe 


OO OO - OQ 
f == à > ere 2 f (x PES a) 
DD 0 Mi —lssn tr. 
eine n-fach unendliche Reihe ist, wclche für den Bercich D glcichmüfig 
convergirt, so stellt dic Rcihe für diesen Dercich D cine ecindeutige 
regulüre Function der Variablen x,...2, Car. 


1) Dicser Satz ist cine unmittelhare Molge des Satzes von Weicrstrass in 
sciner Abhandlung ,Zur unctionenlehre,“ $ 2. Werke Bd. 2, 5. 205—208. 
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Es ist leicht zu sehen, daf dieser Begriff einer ,n-fach unend- 
lichen Reiïhe“ sehr verschieden ist von dem gewôhnlichen einer 
mehrfachen Reihe, und daB der Convergenzhereich der ersten 
im Allgemeinen viel weiter ist, als der der zweiten. 

Setzen wir Z. B. 


f() = 


dann ist, wenn man mit € einen reellen Punkt zwischen O und —1 
bezeichnet, 


CAL 
f@) = XX D @O6—6), 
Vi OU 
und diese Gleichheït gilt für |æ—£|<|£6|. Also ist 


180 = EE QR'OE = Ë À ie 
Wird die Reïhe 
À Aie "or" 


als eine eme 2 im gewübhnlichen Sinne betrachtet, so hat man 


und rs Er "EP nur für 0Z£>—1 convergiren Wenn 
die Reiïhe 


> 


20,2 = 0 [e le 
dagegen als eine zweifach unendliche betrachtet wird, 50 findet die 
Convergenz statt, für 


(y4u) (0) Far 


0=>6>—1 
In dieser Mitteilung wollen wir von unserem Begriffe einer 
n-fach unendlichen Reïhe eine Anwendung machen auf den Fall, wo in 
die Functionen fa, 1 dur eine cinzige Variable + cingeht. 


Wir haben à einer früheren Arbeit!) gelernt, wenn mit € 
em belichiger Stern bezeichnet wird und mit À ein endlicher 
Bercich im Innern von &, cinen endlichen Stern ÆE zu construiren, 
der im Innern von € licgt und X in scinem Innern enthält. Wir 


1) Sur la réprésentation d’une branche uniforme d’une fonction monogèno. 
Premicre Note. 
Act. Math. Tom. 23, Pag. 50—51, 
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haben ebenso gelernt, in der folgenden Weiïse einen neuen Stern 
E°° zu construiren, der zu Æ gehôürt und noch X in seinem Innern 
enthält, wenn die positive ganze Zahl x hinreichend gro genommen 
wird'). Man betrachtet einen Radiusvector ! mit «a als Anfangs- 
punkt. Indem man nun mit » eine hinreichend kleine positive 
GrôBe bezeichnet und den Vector auf die Länge (n—1) r begrenzt, 
kann man es erreichen, daB jeder Kreis vom Radius 7 um einen 
beliebigen Punkt des begrenzten Vectors im Innern von E liegt. In- 
dem man endlich auf { die Länge #6 abträgt, wo o die obere Grenze 
von r ist, und ? einmal um «a rotiren läfit, erhält man EE‘. Indem 
wir sodann mit æ« eine reelle positive Grüfie kleiner als die Ein- 
heit Lbezeichneten und @ durch @, — «ge ersetzten, erhielten wir 
einen neuen Stern £" der im Innern von E‘ liegt und X um- 
faBt, während «& hinreichend gro angenommen wird ?). 

Für € wählen wir jetzt den Stern 4, der zu den Constanten 
F(«), F'(a),...F"®(a),... gehôürt und sctzen: 

x—a 


E — 2 


ñn 


() x— a 
ne Tr 


O<u=n-i 


wo x ein Punkt von X ist. Denn crhalten wir: 


| ASS 
FA = D GP + 


(2) æ 


= > Lrogye 
Vs 1 


Indem wir mit g die obere Grenze von 7°4 (+) bezeichnen, während 
x zu E gehôürt, und uns auf die Formeln stützen : 
L 


a 2") 


lu 


erhalten wir weiter *) 


A 


= ye 
| 


perle y(®) = ve, 


m1 


; rh AT 
(3) Peu rap 


1—« 


3) Sar la réprésentation cte. Prem. Note p. 49—53L. 

2) Pag. 50. ,Sur la réprésentation cte.“ 

3) cf. Formel (22) von ,Sur la réprésentation cte. Prem. Note.“ 
Kygl. Ues. d. Wiss, Nachrichtou. Math.-phys. Klasso. 1900. Hett 2. L{ 


198 G. Mittag-Leffler, 
Also ist die Reihe 


‘se L (2) À 
RE 


gleichmäBig convergent für den Bereich X. Indem man sich erinnert, 
daB die Ableitung des Functions-Zweiges FA(x) denselben Con- 
vergenzstern besitzt wie die Function selbst, schliefit man, daf 
jede Reiïhe 


S LrmE)E, p — 0,1,2 
ol à 


gleichmäBig convergirt für den Bereich X. 
Man hat also: 


FAG = À Er EE 


F4) = 


DR En Fa +4) (E.- € 
(4) 00 


Fute) = Fa ++) fe ) ge 


_ œ 1 a 
patate $ Lpute+( 
1,04 


wo die Reïhen 
Er EE. "é È fe Ft HA) (y ge 


sämtlich gleichmäBig convergent sind für den Bereich X. 

Das Ergebnis, zu dem wir so gelangt sind, wird sich fol- 
gendermafen zusammenfassen lassen. 

Es sei X ein belicbiger endlicher Bereich im Innern des Sternes 
À, der zu den Constanten F(a), F°(a),...F(a),... gehôrt. Dann 
kann man immer eine ganzc positive Minimalzahl n so bestimmen, dafl 
wenn n eine andere ganze positive Zahl ist, die nicht kleiner als n 
sein darf, die n-fach unendliche Reihe 


î patht.+1,) (= dt ER 
RE ri Zoé of) 


wäührend sie für den Bereich X gleichmäflig convergirt, zuglaich FA (x) 
darstellt in dicsem Bercich. 
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Liegt der Bereich X im Innern des Kreises'), der zu den 
Constanten F(a), F°(a),... F(a),... gehôrt, so hat man n = 1 
und die Reïhe (5) wird für # — x eine Reïhe erster Ordnung, die 
nichts anderes ist als die Taylorsche Reihe. 

Man weiB, daf die Taylorsche Reihe 


LL 
D à F(a)(e—0) 
1 ol 
einen solchen Convergenzhereich C (den Convergerzkreis) besitzt, 
daf die Reïhe, während sie für jeden Bereich im Innern von C 
gleichmäfig convergent ist, auBerhalb C niemals convergirt. 
Giebt es für die allgemeine Reiïhe 


OO OO i (ee) | 
LE 16 A: 
einen Convergenzbereich von demselben Charakter ? 

Wir werden sehen, daf wenn die Constanten F(a), F‘°(a),... 
F#(a),... beliebig gewählt sind, dies nicht der Fall ist auBer für 
n — 1,2,3, da man aber andererseits eine neue Reihe ter 
Ordnung bilden kann, die für ein hinreichend grofes n FA(x) 
in einem beliebigen Bereiche im Innern von À darstellt und, indem 
sie die Taylorsche Reihe als Spezialfall enthält, noch die Eigen- 
schaft hat, einen Convergenzbereich von in angegebenen Be- 
schaffenheit zu besitzen. 

Nchmen wir nämlich an, die Reihe (5) sei convergent für 
æ — x', und setzen wir: 


Le Faq 
ñn 


! z'—a ! 
£ es ’ £ an a+u£. 


n 
Da jede der Reïhen 


S D APE) SET: 


10 
Le i A é 
, À mr Fa + lL + + he) (gr) gr DICSEUEE = @ ) (&hs ) 4, k 
dre (2 mr ce 


perde so giebt es offenbar einen Fanctionszweig, der im der 
Umgcbung von + = « mit F'A(x) zusammenfällt und eindentig 
and reguläür bleibt im Innern des Bereiches C', welcher sciner- 
seits die Gesamtheit der verschiedenen lPunkte darstellt, die zu 

1) Siche S. 48 der ersten Note. Wir nennen ibn abwechselnd den Con- 
vergenzkreis der Constanten Fa). F (a), ... F4 (a), ... oder auch den 
Kreis der Constanten F(u), Æ'V (a), ... AM (a), 


11° 
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den Kreisen mit £, (u — 0,1,2,...n—1) als Mittelpunkt und 
mit |£'| als Radius gehôren. Es sei jetzt 2” ein Punkt zwischen 
a und zx' auf dem von « ausgehenden und durch x’ gehenden 
Radiusvector. Setzen wir 

mérh x"— a 

Le n 


, = a+uê 


und nennen C” die Gesamtheit der verschiedenen Punkte, die zu 
den Kreisen mit £, als Mittelpunkt und mit |£”| als Radius ge- 
hôren. Man sieht, daB C” immer im Innern von C' liegt, wenn 
der kürzeste Abstand zwischen £,, und der Begrenzung von C' 
noch grüBer bleibt als |£"', da aber C” teilweise aus C’ heraus- 
tritt, wenn dies nicht der Fall ist. Der erste Fall tritt immer 
ein für » — 1,2,3, der zweite kann immer eïintreten bei passender 
Wahl von x” für n — 8. 

Es gilt also ersichtlich der Satz: 

Die nfach unendliche Leihe 


GO . 


Fthte+i) ( ES Hate ti 
ou 0 2—0R m 20 1 


verhült sich in dem allyemeinen Falle, wo die F(a), F°(a), ... F© (a)... 
belichige Constanten sind, welche die Cauchysche Bedingung crfüllen, 
hinsichtlich ihrer Convergenz verschieden für n = 1, 2,3 und für n = 8. 
Im ersten Fulle existirt ein Convergenzbereich B der Art, daf die 
Reihe gleichmäflig convergirt für jeden Brreich im ro von D, 
aber zu convergiren aufhôrt für jeden Punkt auferhalb B. Dicsen 
Convergenzbereich erhült man, indem man den Stern E in Bezug auf 
A construirt (siehe Seite 4). Im zweiten Fulle dagegen besitst die 
Reihe keincen solchen Convergensberceich B. Bei passender Wahl der 
Constanten F(a), F°(a), ... Fu), ... kann der Fall cintreten, dal 
die Rcihe für einen Punkt x' convergirt, ohne für einen anderen Puntt 
x" auf der Strecke zwischen a und x! zu convergiren. 

Bevor wir die Frage in Angriff nehmen, an Stelle von (5) 
eine andere Reihe zu bilden, welche für alle Werte von # bei 
beliebigen Æ(a), F°(a),... F#(x), ... die Eigenschaft behält, 
einen solchen Convergenzbereich B zu besitzen, wie wir ihn bisher 
nur für die Fälle x — 1,2,8 erhalten haben, machen wir folgende 
Bemerkung. 

Allerdings ist der für À genommene Stern Æ£ (n = 8) nicht 
cin Convergenzbereich 1}? in dem allgemeinen Falle, wo die Z'(a), 
F°(a), ... F#(a), … beliebige Constanten sind, die der Cauchyschen 
Bedingung genügen. Werden diese Constanten aber in spezieller 
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Weise gewählt, so kann es selbst in den allgemeinsten Füällen 
vorkommen, daf der Stern E‘ für alle Werte von x seine Eigen- 
schaft behält, ein Convergenzbereich B zu sein. 

Nehmen wir z. B. an, die Wahl dieser Elemente sei eine 
solche, da der Stern À nur eine einzige Spitze !) besitzt, nämlich 
x — b. Nehmen wir ferner der Einfachheit halber an, D sei ein 
reeller positiver Punkt, und der Mittelpankt des Sternes À sei 
der Nullpunkt. Dannist es evident, daf der Stern E‘(n — 1,2,8,...) 
genommen in Bezug auf À in diesem Falle ein solcher Convergenz- 
bereich ist, wie wir ihn mit B bezeichnet haben. Bei der centralen 
Stellung in der allgemeinen Thcorie der analytischen Darstellung 


einer monogenen Function, die man der Function zZu- 


1—x 
schreiben kann, welche eben als Function zu einem solchen Stern 
A mit einer einzigen Spitze im Endlichen gehürt, wird es nicht 
ohne Interesse sein, für den Fall eines Sternes À mit einer einzigen 
Spitze b die Construction der Sterne Æ‘” auszuführen. 

Man verfährt leicht in folgender Weise. Es sei / ein beliebiger 
Vector; mit £, nm bezcichnen wir die Coordinaten eines Punktes 
auf !, welcher zu EE‘ gehôürt, und setzen 


É— nu, SRE 


Dann läft sich die geometrische Definition, die wir von E‘ ge- 
geben haben, umformen in die folgende arithmetische Definition: 


(nu—b) +mo> bu +o; m = 1,2...n—1. 


Somit erhält man 


b 
Ë =" 


mnb \° s nb \ 

(E- ne L) on > (or): 
Der Stern £'® bildet von dem Innern eines Kreises mit dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt und #0 als Radius den Teil, der sich 
links befindet gleichzcitig von der Geraden, dic 5e der reellen 
Axe senkrecht steht und durch den Punkt + = » = geht, und 


2 
74 : 1 nn b : 
von den Kreislinien mit den Mittelpankten rés und den Radien 


ip m — 2,3,...n—1. Die Fülle » — 1,2, 3, 4,5 finden 
m'—1 
sich gezeichnet in der dieser Mitteilang beigefügten Figur. 


1) So nennen wir den Punkt, den wir bei der Detinition des Sternes mit a, 
bezcichneten. Siche ,Sur la répréseutation ete. Prem. Note,“ p. 47. 
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Wir kehren jetzt zu der Aufgabe zurück, an Stelle von (5) 
eine andere Reïhe nter Ordnung zu bilden, welche stets, wenn 
die F(a), F®(a), ... F#(a),... beliebige die Cauchysche Bedingung 
erfüllende Constanten sind, einen Convergenzbereich B von der Be- 
schaffenheit besitzt, daB die Reïhe auferhalb B niemals convergirt, 
dagegen gleichmäfig convergirt für jeden Bereich im Innern von 
B. Es sei E ein Stern mit a als Mittelpunkt. Von ïihm aus- 


gehend construiren wir folgendermafen einen neuen Stern Eû) 
Wir ziehen einen Vector / ausgehend von a als Mittelpunkt und 
construiren dann ein System von »Kreisen, deren Mittelpunkte 
@, Yis Var ++. Y auf L liegen und wo jeder folgende immer 
durch den Mittelpunkt des vorhergehenden hindurchgeht. Die 
Radien bezeichnen wir mit r,7r,,r,,...#,,. Die Mittelpunkte 
Yi +. Y, Sollen so gewählt werden, daB jeder folgende Kreïis 
den vorhergehenden in den Punkten schneidet, in denen er selbst 
von den Tangenten aus dem Punkte a geschnitten wird, und da 
|y—a|—7r,=7#. Esist klar, daB wenn der Radius r hinreichend 
klein gewählt wird, unser System von Kreisen immer zu E ge- 
hôren wird. Indem wir endlich auf / die Länge |y,,—a|+r,., 
abtragen, r durch seine obere Grenze @ ersetzen und / einmal um 


a rotiren lassen, erhalten wir EU) 

Der Bereich bestehend aus den verschiedenen Punkten des 
Kreissystemes, das wir um / construirt haben, besitzt die wichtige 
Eigenschaft, da8 wenn 7’ einen Wert von 7 kleiner als r” 
bezeichnet, der zu r’ gehôürige Bereich stets im Innern des 
zu 7” construirten Bereiches gelegen ist. Der Uebelstand, der 
sich bei dem früheren mit Æ‘® bezeichneten Sterne heraus- 


stellte, ist also gehoben, und wenn Er) in Bezug auf den Stern 
A construirt wird, so erkennt man durch dieselben Betrachtungen 
wie die früher angestellten, daf die #-fach unendliche Reihe 


(ee) OO OO 
( 120 120 320 
1 BOT Te 1 +1, 4 J 
LA LA Se , ob a )() (y. Vs) KE (2 —Ys) (ya) ? 
wo 
(8) TX = Ya + (Vs — Yn-2) = 2Y_i Vs) 


gleichmäfig convergirt für jeden Bereich im Innern von A) und 
daf noch die Eigenschaft besteht, daB wenn die Reihe für einen 
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Punkt x convergirt, dieser Punkt niemals auBerhalb 4® +) gelegen 
sein kann. 

Wir wollen jetzt die GrôBen y,...7,, arithmetisch durch die 
Variable x ausdrücken. Wir rétine mit «, den Winkel 
zwischen dem Vector / und der Tangente von a an den Kreis 
mit dem Mittelpunkte y. Dann ist 


Puit (r, TT: Mau sin Ait 


(9) Ts 17 CHU MSEc, sin a, 
2 Fur Sin (F-4) = Ye 

Also 

Tes 2 SN Gus 1 1 

Cp 1—sina,, sina, 9 sin (E-4œ4) 
und wegen 

, à ue 
1—-sine,, — 2sin* (5 — 44.) À 
Sin ®@, 4: — }sin'a,+tsina, V8+sin?« 
do) sin «, — 1 
das heiïBt 
sina, — 


1 
sin a, — 

ane V8 1 

Et Etre u. 8. W. 


Machen wir noch die Bemerkung, da wenn man einmal 
sinæ,,, aus der Formel (10) erhalten hat, sich der Radius »,,, 
nach der Formel bestimmt 


Fe _sin CA 
7 sine, 
oder 
= (4) 
sina,, 


Die Berechnung von y,,,—#, vollzieht ich unmittelbar. 
Man hat: 


Yu Vus Yu Æ Tu: __ Tuts Fete; EE 
T—a PE Sd PE, LRO Va: Ce Eu Cl ASE LR 


=u—3 9 
æ Drm ee, 
(1+sina,_,)sma ,, 
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Die Reïhe (7) wird demnach 


(11) È su = t 7 bre ++: +4 PT ET Ubu 

0140 1,— 
wo 

bb 
UE: L+h 2 À 
sin &, PE Te. CE 5 ee) 

| LES ==) 4, |, (l 

(12) DNA 2-1 214, 
es — ae — pe yet 
L4, (A, LE LA 
: 1 
I Le 


Wir haben im Vorhergehenden gezeigt, da es auBer dem 
Kreis C und dem Stern À, die zu den Constanten F'(a), F®(a),.. 


[| 
I" (a), ... gehôüren, noch andere Sterne 40) giebt, die mit diesen 
Constanten eng verknüpft sind. Wir werden Gelegenheit nehmen, 
in einer weiteren Arbcit neue Sterne von dieser Beschaffenheit 
zu finden. 

In die Bestimmung aller dieser Sterne geht ein willkürliches 
Element ein, das für den Stern À nicht existirt. Aus diesem 
Grunde wird es sich empfchlen, diesen Stern abwechselnd mit der 
oben eingeführten') Bezcichnung ,Stern 4, der zu den Con- 
stanten l'(a), Fa), ... F(a), ... gehôürt“ auch zu nennen 
den ,Hauptstern der Constanten F(a), F®(a), ... F#(a).* 

Das eben gewonnenc Resultat läft sich in den folgenden Satz 
zusammenfassen. 

Lehrsutz. Es sein F(u), F°(a), ... FW{(a), ... belicbige 
Constanten, welche der Cauchyschen Bedingung genügen, und es sei 


(© CIN ©) OC 


ee br C, 1 ; Eüthte-+4) (a) (at The 
g...4 


eine nfach unendliche Reihe, in wclcher PE et: gewisse numerische, 
i Mur POUCES 


von den Elementen Fa), F(a), ... F'P(a), ... sowic von x unab- 
hüngige Cocfficienten bezcichnen. Diese Cocfficienten kann man immer 
so bestimmen, duff die Lieihe folgende Eïigenschaften cerhält. 


1) Siche ,Sur la réprésentation etc. Première Note“ p. 48. 
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st 
Sie besitzt einen Convergenestern A) von der Beschaffenheîit, 
dal die Reihe gleichmüfig convergirt für jeden Bereich im Innern von 


2 a 
AG) aber niemals convergirt anferhalb von AG) 


1 
Dieser Stern 4®) ist in den Hauptstern der Elemente F(a), 
F°(a), ... F#(a),... eingeschricben !) und für n Z n, wo die ganze 
positive Zall n hinreichend groff genommen werden soll, enthält er 
seinerseits in seinem Innern jeden belicbigen endlichen Bereich, der 
zum Innern von À gehüôrt. 


Wenn n! < n, ist AG) in A) eingeschricben. 
Die Gleichung 


(13) POIDS 


ee) ee) OO FAUE vée EEE LEA a 
Benin D Erpats patate) ah tte 
10 1, —0 1,—0 #2 


1 
git überall im Innern von Al ) 
Für n — 1 get die Raihe in die Taylorsche Entwicklung über. 
1) Ein Stern Æ ist in einen anderen Æ cingeschrichen in dem Falle, 
wo die beiden Sterne gemeinsame Spitzen haben und wo alle Punkte von X! 
auch zu Æ gehôren. 


Magellanische Anneliden 


gesammelt während der schwedischen Expedition nach den 
Magellansländern, 


bearbeitet 


von 


E. Ehlers. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 30. Juni 1900. 


Der Aufforderung des Herrn Théel in Stockholm, die auf 
der von Herrn Nordenskjôld geleiteten Expedition nach Pata- 
gonien gesammelten, im naturhistorischen Museum in Stockholm 
aufbewahrten Anneliden zu bearbeïten, bin ich gerne nachgekom- 
men, in der Erwartung, weitere Einsicht in die litorale Anneliden- 
fauna des patagonischen und chilenischen Gebietes, wie sie mir 
durch die Bearbeïitung der von Herrn Dr. Michaelsen im glei- 
chen Bezirk zusammengebrachten Sammlung bekannt geworden 
war, zu gewinnen und damit eine neue Vorarbeit zu erhalten für 
eine zusammenfassende Darstellung der Annelidenfauna der süd- 
lichsten Küsten Amerikas, die ich demnächst hoffe vorlegen zu 
kônnen. 

Die in 301 Gläsern enthaltene Sammlung, die auf der Nor- 
denskjôldschen Expedition von den Herrn Ohlin und Akerman 
gemacht war, enthiclt fast durchgehend für systematische Zwecke 
gut in Weingeist conservirte Stücke. Die Orte, an denen gesam- 
melt wurde, sind in Svenska Expeditionen til Magellansländerna 
Bd. II No. 1 aufgeführt. 

Die Zusammenstellung, die ich im Folgenden von den Borsten- 
würmern gebe, die ich in der Sammlung fand, schliefit sich zu- 
nächst an meine Bearbeitung der von Herrn Michaelsen gesam- 
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melten Anneliden an. Die dort‘) bereits anfgezählten Arten habe 
ich hier nur mit dem Namen ohne weitere Literaturnachweise ge- 
geben, soweit diese nur eine einfache Wiederholung gewesen wären. 
Waren dafür Zusätze nôüthig, so sind solche gemacht. Für die 
Thiere, die in der Michaelsenschen Sammlung nicht vorhanden 
waren, habe ich Literaturangaben hinzugefügt. Die bislang un- 
beschriebenen Arten sind hier nur kurz gekennzeichnet. Eine mit 
Abbildungen versehene und ausfübrlichere Beschreibung bleibt der 
vorhin erwähnten umfassenderen Darstellung, für die mir noch 
andere Materialien zugegangen sind, vorbehalten. 

Die folgende Zusammenstellung umfafit 84 Arten, von denen 
21 bisher als Arten oder Varietäten unbeschrieben sind; sie ist 
damit reicher als die Ausbeute Michaelsens, die 67 Arten mit 23 
bisher unbekannten enthielt; das hängt zum Theïl mit der grüferen 
Ausdehnung des Gebietes zusammen, auf dem Nordenskjülds Ex- 
pedition sammelte. 

Wie sich beide Sammlungen vortheilhaft ergänzen, ergiebt 
sich daraus da8 die Nordenskjôldsche Sammlung Vertreter von 
Familien und Gattungen enthält, die in der Ausbeute der ham- 
burger magalhaensischen Sammelreise fehlen; das sind die Familien 
der Amphinomiden, Amphicteniden und Scalibregmicen, die Gat- 
tungen Euphrosyne, Sthenelais, Leanira, Genetyllis, Parautolytus 
n. gen., Eunice, Ninoe, Aracoda, Pectinaria. Artacama, Pista, Tri- 
chobranchus, Polycirrus, Vermilia. 

DaB auch damit ein vollständiges Bild der Annelidenfauna 
des magalhaensischen Küstengebietes noch nicht gegeben wird, will _ 
ich nebenher bemerken. 

Von Arten, die nach unserer jetzigen Kenntnis ihrer Ver- 
breitung als ,bipolare“ in Anspruch genommen werden künnen, 
kommen zu den früher von mir als solche bezeichneten hinzu: 
Scalibregma inflatum R., Pectinaria belgica Pall., Artacama pro- 
boscidea Mimgn.; daran schliefen sich Varietäten von Euphrosyne 
cirrata S. und Nereis pelagica L. 


Amphinomidae. 
Euphrosyne. 
Euphrosyne notialis n. sp. 


Achnlich der Euphrosyne borealis Orst. 29 Segmente. Ca- 
runkel einfach. Dorsale Borsten mit graden glatten und geschwun- 


1) Hamburger Magalhacnsische Sammelrceise. Ilamburg 1897. 
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genen feilkerbigen Gabelzinken, länger als die Kiemen, durch eine 
Lücke vom Bündel der ventralen graden glatten Borsten getrennt. 
Sechs kurze, 2—3ästige Kiemen mit einfachen Endfäden. Rücken- 
cirren einfach, der laterale vor dem Zwischenraum der 2. und 8. 
Kieme. 
Fundort: Cap Valentyn. 150(100) Faden. 12. III. 1896. Gre- 
rôll mit leeren Schalen. 


Euphrosyne cirrata S. var. magellanica. 
Unterscheidet sich von Euphr. cirrata S. des Nordmeeres durch 
kürzeren Endfaden des unpaaren Fühlers. 
Fundort: Puerto Harris. 15 Fad. 11. IIL 1896. Gerüll mit 
leeren Schalen. — Cap Valentyn. 150 Fad. 12. III. 1896. 


Euphrosyne armadilloides n. sp. 

Aehnlich der Eupbr. armadillo S. 25 borstentragende Segmente. 
Carunkel einfach. Dorsale Borsten mit glatten Zinken, bis zum 
ventralen Bündel reichend. Fünf Kiemen mit dickem Stamm, 2—3 
kurzen Zwcigen und dicht gedrängten, terminal verdickten Aesten. 
Rückencirren einfach, der laterale vor dem Zwischenraume der 2. 
und 3. Kieme. 

Fundort: Punta Arenas. 15 Faden. 14. XII. 95. 


Euphrosyne sctosissima n. sp. 

21 Segmente; Carunkel einfach glatt. Rückenborsten sehr 
lang mit graden glatten und geschwungenen feilkerbigen dicht zu- 
sammenliegenden Gabelzinken, bis zum ventralen Bündel reichend. 
Fünf Kicmen, einfache Fäden, kaum halb so lang als die Borsten; 
Rückencirren länger als die Kiemen, der laterale vor dem Zwi- 
schenraume der 2, und 3. Kieme. 

Fundort: Puerto Harris. 15 Fd. 11. III. 1896. Gerüll mit 

leeren Schalen. 


Aphroditidae. 


UHarmothoe spinosa Kg. 

Fundorte: Punta arenas. 7—8 Fad. 4. u. 5. XII. 95. 20 Fad. 
16. XII. 94. — Rio Seco. 10—20 Fad. 24. I. 96. — Bahia 
inutil. 20—30 Fad. 23. 1. 96. — Romanche Bay. 11 Fad. 
4, II. 96. — Lennox Cove. 10—12 Fad. 5. II. 96. — Isla 
Nueva. 8 Fad. 7. II. 96. — Puerto Toro. 20—25 Fad. 
11. IT. 96. — Ushuaia. 12—15 Fad. 11. II. 96. — Martha 
Bank. 100 Fad. 16, III. 96. — Fortescue Bay. 10—12 Fad, 
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25. IIL. 96. — Puerto Churruca. 20 Fad. 26. III. 96. — 
Ultima Esperanza. 7—10 Fad. 5. IV. 96. — Borja Bay. 
10 Fad. 7. IV. 96. — Puerto Harris. 15 Fad. 11. IIL 96. 
Admiralty Sound. 7. III 96. — Puerto Condor. — Cap Va- 
lentyn. 150 Fad. 12. IV. 96. — Hope Harbour. 6—10 Fad. 
3. IV. 96. — Navarino. 10 Fad. 13. V. 96. — Katanashuaia. 
10—12 Fad. 28. V. 96. — Halberton Harbour. 6 Fad. 11. 
V. 96. 


Lagisca vesiculosa Gr. 
Fundort: Ultima Esperanza. 7—10 Fad. 5. IV. 96. 


Hermadion magalhaensi Kg. 


Fundorte: Puerto Madryn. 5 Fad. 8. XI. 95. 1—3 Fad. 9. XI. 
95. — Sandb. 9. IL. 95. — Fortescue Bay. 10—12 Fad. 25. 
III. 96. — Ultima Esperanza. 7—10 Fad. 5. IV. 96. — 
Punta Arenas Ebbestrand. 2. XII. 95. — Bahia Inutil. 11 
—15 Fad. 23. 1. 96. — Lennox Island. 10—20 Fad. 7. II. 
96. — Isthmus Bay. Ebbestrand. 29. III. 96. 


Hermadion molluscum Ehl. 


Fundorte: Punta arenas. Strand. 5. XII 95. 20 Fad. 16. 
XII 95. — Cap Valentyn. 150 Fad. (100). 12. IIT. 96. — 
Bahia inutil. 20—30 Fad. 23. I. 96. — Borja Bay. 10 Fad. 
PRIVE Ar. 


Hermadion ambiguum n. sp. 


Zwischen Herm. magalhaensi Kbg. und molluscum Ehl. 39 
Rudertragende Segmente. Kopflappen weiB, Rückenfläche braun 
mit je zwei feinen weifen Querlinien auf den Segmenten; 15 Paare 
von weichen, fast glatten Elytren, am 1. 3. 4. 6... . 22. 25. 28. 
80. Ruder, die Rückenfläche ganz mit Ausnahme der präanalen 
Segmente deckend, Borsten und Rückencirren frei lassend. Kopf- 
lappen vorn tief eingeschnitten mit gro$en Facialtuberkeln, Fühler 
subterminal kaum verdickt, mit feinen Endfaden, papillüs; Sub- 
tentakel groB glatt; Fühlercirren wie die Fühler. Borsten des 
oberen Ruderastes breiter als die des unteren, stumpf, blättrig 
gesägt; die des unteren schlank dünn, zweizähnig, Endstrecke 
blättrig gesägt. Rückencirren wie die Fühler, fast glatt; Bauch- 
cirren einfach glatt. Elytren mit einem kleinen Felde von nie- 
drigen Warzen und vereinzelten, submarginalen, fadenfürmigen 
Papillen. 


IR: 
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Fandort: Puerto Madryn. 5 Fad. 8. XI. 95. 1—3 Fad. 9. XI. 
95. Sandb. Ebbestr. 9. XI. 95. 


Enipo antarctica Kg. 
Fundort: Punta arenas. Ebbestrand. 6. XII. 95. 


Sthenelais blanchardi Kbg. 
Kinberg. Freg. Eugenies Resa. Zoologi. Annulater Tafl. 
VIII. Fig. 37. < 
Fundort: Puerto Madryn. Sandboden. Ebbestrand. 9. XI. 95. 


Leanira quatrefagesi Kg. 
Kinberg Ofvers. K. Vetensk. Ak. Fôrh. Ârg. 12. 1855. 
ps. 388. Freg. Eugenies Resa. Taf. IX. Fig. 42. 
Fundort: Puerto Augusto. 10 Fad. 25. IITL. 96. 


Nephthydidae. 


Nephthys virgini Kg. 

Fundorte: Puerto Madryn. 2—3 Fad. 9. XI. 95. — Punta 
Arenas. 7—8 Fad. 4. XII. 95. — Gente grande. 5 Fad. 
26. XIL. 95. — Voilier Cove. 10 Fad. 8. IL. 96. — Romanche 
Bay. 11 Fad. 4. IL 96. — Puerto toro. 20—25 Fad. 11. 
IL. 96. — Harberton Harbour. 10—20 Fad. 14. IL. 96. — 
Martha Bank. 100 Fad. 16. III. 96. — Puerto Augusto. 
10 Fad. 25. IIL 96. — Puerto Churruca. 20 Fad. 26. III. 
96. — Ultima Esperanza. 4—5 Fad. 2. IV. 96. — Tribune 
Bank. — Navarino. 10 Fad. 3. V.96. — Katanashuaia. 10 
—12 Fad. 28. V. 96. 


Phyllodocidae. 


Genetyllis brevis n. sp. 


Kôrper kurz linear, 41 Borstentragende Segmente; Kopflappen 
mit dem ersten Segmente verschmolzen, vier frontale, von einander 
getrennte kurze Fühler; augenlos. Jederscits zwei Paar schlanke 
Füblercirren, das erste am ersten mit dem Kopflappen verschmol- 
zenen, das zweite am zweiten Segment, beide mit cinem Borsten- 
bündel. Ruder schlank, mit einem Fächer zusammengesctzter 
Borsten mit schlanken Endgliedern; Rückencirren auf grofien 
Wurzelgliedern breit eifrmige Blätter, imbricat, die Rückenfläche 
freilassend; Bauchcirren lang oval. 


1%+ 
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Fundort: Puerto Condor. 50 Fad. 26. Il, reichlich leere 
Schalen. 


Eulalia picta Kbg. 
Fundort: Fortescue Bai. 10—12 Fad. 26. IIL 96. — Puerto 
Churruca. 20 Fad. 26. III. 96. — Puerto Condor. 1896. 


Eulalia strigata n. sp. 

Kôürper lang gestreckt, 325 Rudertragende Segmente; dorsaler 
und ventraler medianer Längsstreifen heller als die dunkel ge- 
färbten, tief eingeschnittenen Seitentheile. Kopflappen stumpf ei- 
fôrmig, 4 kurze frontale, 1 vertikaler Fühler; 2 schwarze Augen 
neben diesem. Die beiden ersten Segmente sehr kurz, jederseits 
mit 4 schlanken, fadenfürmigen Fühlercirren, von denen die hin- 
teren länger als die vorderen sind. Ruder kurz kegelfürmig mit 
Fächer von zusammengesetzten Borsten, deren Endglieder faden- 
fôrmig dünn auslaufen; Rückencirren auf niederen Hôckern über 
dem Ruder, birnfürmige Blätter über die Borsten hinausreichend, 
imbricat, die Rückenfläche frei lassend; Bauchcirren auf dem Ru- 
deraste, eifôrmige Blätter länger als das Ruder. : 

Fundort: Puerto Madryn. 9. XI. 95. 


Etcone Spathocephala Ehl. 
Fundorte: Lagatoaia. 10 Faden. 10. II. 96. — Ultima Espe- 
ranza. 6—7 Fad. 4. IV. 96. 


Eleone rubella n. sp. 

Fast bandartig, 19 mm lang; 85 Kôürpersegmente, rôthlich mit 
dunklerem dorsalen Längsstreif auf der Vorderstrecke. Kopf- 
lappen vorn dreieckig zugespitzt mit 4 kleinen, getrennten fron- 
talen Fühlern, 2 Augen. Segmente kurz, erstes jederseits mit zwei 
kurzen Füblercirren. Ruder kurz, zweilippig; Borsten zusammen- 
gesetzt mit schlankem Endglied; Rückencirrus auf niedrigem Hôcker 
ein eifôrmiges dickes Blatt von der Länge des Ruderastes; Bauch- 
cirrus längsovales Blatt, kürzer als der Ruderast. Ausgestülpter 
Rüssel dick keulenfôrmig mit papillenloser Oberfläche und 10 nie- 
drigen Randpapillen am Eingange. 

Fundort: Santa Cruz, 50° s. Br. 68° w. L. Meeresufer. 


Eteone crassifolia n. sp. 
Lang, fast fadenfürmig, 71 "" lang, 210 Kôrpersegmente; grün- 
Lich braun mit querer dunkler Bänderung. Kopflappen stumpf 
kegelfürmig, mit vier kurzen, getrennten frontalen Fühlern, augen- 
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los. Erstes Segment kurz, jederseits mit zwei kurzen Fühlercirren. 
Ruder kurz abgestumpft kegelfürmig mit zwei Lippen; Borsten 
zusammengesetzt mit kurzem Endglied; Rückencirrus ein kurzes 
dickes eif‘rmiges Blatt auf grofiem Grundgliede, wenig länger als 
das Ruder. Bauchcirrus lanzettfürmig, so lang als das Ruder. 
Fundort: Puerto Harris, 15—20 Fad. 11. IL Gerôll mit 
leeren Schalen. 


Syllidae. 
Trypanosyllis gigantea McJnt. 

Fundorte: Bahia Inutil. 20—30 Fad. 23. 1. 96. — Ultima 
Esperanza. 7—10 Kad. 5. IV. 96. — Puerto Condor. 96. 
Cap Valentyn. 150 Fad. 12. IIL 96. — Puerto Harris. 15 
Fadi11: IIT::96: 


Syllis varicgata Gr. 
Fundorte: Puerto Madryn. 5 Fad. 8. XI. 95. — Puerto Har- 
ris. 15 Fad. 11. III. 96. — Cap Valentyn. 150 Fad. 12. 
III. 96. 


Syllis sclerolaema n. sp. 

Kôrper kurz fadenfôürmig, 29" lang, 66 Kôürpersegmente, vorn 
durchscheinend. Kopflappen breiter als lang, 4 Scheitel- und 2 
Stirnaugen; 2 pigmentirte Nackenorgane: Fühler lang, fast rosen- 
kranzfôrmig kurz geglicdert; Palpen getrennt, groB, länger als 
der Kopflappen. Fübhlercirren auf grofem Grundgliede, lang, wie 
die Fühler gegliedert. Ruder mit 2 Lippen, Borsten kurz, dick, 
zusammengesetzt, mit einem vom Schaft kaum getrennten kurzen, 
zweizähnigen Endglicde; Rückencirren alternirend ungleich lang, 
länger als die Kôürperbreite, auf grofem Grundgliede, geglicdert 
wie die Fühler; Bauchcirren kegelfürmige Fortsätze länger als 
das Ruder. Analsegment mit langen Cirren und Schwänzchen. — 
Rüsselrühre mit weichem Papillenkranz und einfachem Zahn am 
Eingange, dickwandig braun, his ins 10. oder 12. Segment ; Magen 
in 6—7 Segmenten; helles dickwandiges Uebergangstück, zwei An- 
hangdrüsen. 

Fundorte: Ultima Esperanza. 7—16 Fad. Gerüll mit Algen. 

5. IV. 96. — Puerto Harris. 15 Fad. Gerdll mit lecren 
Schalen. 11. LIL. 96. — Cap Valentyn. 150(100) Fad. Gerüll 
mit leeren Schalen. 12. IIL 96. 


Eusyllis kerguclensis. McJnt. 
Fundort: Lennox Island. 10-—25 Fad. 7. IL 96. 
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Sphaerosyllis retrodens Ehl. 
Fundort: Stewart Harbour. 20 Fad. Felsen und Algen. 3. II. 96. 


Autolytus simplexz n. sp. 


Farblos, 6"" lang, 54 Kürpersegmente, von denen die hinteren 
12 epitok und mit eigenem Kopflappen ablôsbar sind. Kopflappen 
quer oval, nach vorn dreieckig erweitert, 4 linsentragende Augen, 
3 lange ungegliederte Fühler; Palpen nicht vorragend. Erstes 
Segment nicht gewülbt; 4 lange ungegliederte Fühlercirren auf 
groBen Wurzelgliedern. Atoke Ruder zweilippig, zusammenge- 
setzte Borsten mit zweizähnigen, 0,009"" langen Endgliedern; epi- 
toke Borsten länger, zusammengesetzt, mit 0,004" langen End- 
gliedern; Rückencirren ungegliedert auf langen Wurzelgliedern, 
kürzer als die Segmentbreite, der des ersten Ruders länger als 
die folgenden. Bauchcirren fehlen. Zwei lange Aftercirren, kein 
Schwänzchen. — Epitoker Kopflappen mit 3 kurzen Fühlern, 2 
kleinen Augen. — Rüsselrühre unbewaffnet, gewunden, im 4.—8. 
Segment ; Magen im 9.—14. Segment. 

Fundort: Puerto Harris, Ebbestrand. 11. III. 96. 


Parautolytus fasciatus n. gen. n. sp. 


Parautolytus n. gen. 

Von Autolytus unterschieden durch getrennte Palpen auf der 
Unterseite des Kopflappens, die Anwesenheit von Bauchcirren, eine 
nur geknickte, nicht gewundene Rüsselrdhre mit gezähneltem Ring 
am Eingange. 


Parautolytus fasciatus n. sp. 


Ueber 80 Segmente und 11"" Länge; vorn dorsal quer schwarz- 
grün gebändert. Kopflappen mit getrenntem Scheitel- und Stirn- 
theil, jederseits zwei grofen übereinander stehenden Augen, drei 
an der Basis verdinnten, ungegliederten langen Fühlern; zwei 
von einander getrennten, etwas über den Stirnrand vorragenden 
Palpen. — Erstes Segment dorsal frei, jederseits mit zwei langen 
Füblercirren auf grofen Wurzelgliedern. Ruder zweilippig, Bor- 
sten zusammengesctzt, mit zweizähnigen 0,014"" langen Endglie- 
dern. Rückencirren ungegliedert, lang, mit Wurzelglied hoch 
über dem Ruderaste, Bauchcirren einfach, dreieckig zugespitzt, 
länger als der Ruderast. — Dickwandige vorn gezäühnelte Rüssel- 
rübhre, geknickt im 3.—8., Magen im 8—21. Segment. 

Fundort: Rio Seco. 10—20 Fad. 24 [I 96. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasge 1900. Left 2. 1b 
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Lycoridae. 


Nereis elegans. Kbg. 


Kinberg. Annulata nova. Ofvers. K. Vet. Akad. Fürh. 1865. 


pg. 175. 


Fundorte: Lennox Cove. 10—20 Fad. 3. II. 96. — Puerto 


Novo Ebbestrand. 8. II. 96. 


Nereis magalhaensi Kbg. 


Fundorte: Puerto Madryn. 2—3 Fad. 9. XI. 95. 5 Fad. 8. 


XI. 95. — Sandboden Ebbestr. 9. XI. 95. — Punta Arenas. 
7—8 Fad. 4 XII 95. Ebbestrand 6. XII. 95. 15 Fad. 14. 
XII. 95. 20 Fad. 18. XII. 95. — Gente grande. 2—3 Fad. 
25. XII. 95. Ebbestrand. 27. XII. 95. — Rio Seco. 10—12 


Fad. 24. 1. 96. Bahia Inutil. 10—20 Fad. 23. 1. 96. — 


Picton Island. 23 Fad. 5. Il. 96. — Lennox Cove. 10—20 
Fad. 5. IL. 96. — Isla nueva. 8 Fad. 30 Kad. 7. II. 96. — 
Lagatoaia. 10 Fad. 10. II. 96. — Puerto Eugenia. 10—15 
Fad. 12. IL 96. — Fortescue Bai. 10—12 Fad. 25. III. 96. 
— Puerto Churruca. 20 Fad. 26. III 96. — Isthmus Bay, 
Ebbestrand. 29. III. 96. — Ultima Esperanza. 7—10 Fad. 
5. IV. 96. — Borja Bay. 10 Fad. 7. IV. 96. — Porvenir. 
7—10 Fad. 25. IL. 96. — Puerto Harris. 15 Kad. 11. III. 
96. — Hope Harbour. 6—10 Fad. 30. IV. 96. — Navarino. 
10 Fad. 13. V. 96. — Puerto Laguna, Ebbestrand. 15. V. 96. 
— Puerto Espinal, Ebbestrand. 18. V.96. — Katanashuaia. 
10—12 Fad. 28. V. 96. 


Nereis eugeniue Kbg. 


Fundorte: Possession Bay. Ebbestrand. 19. XI. 95. — Punta 


Arenas. Ebbestrand. 2. XII. 95. — Gente grande. Steiniger 
Ebbestrand. 26. XIL 95. — Bahia Inutil. 20—30 Fad. 928. 
1. 96. — Puerto Churruca. 20 Fad. 26. III. 96. — Puerto 
Harris. 15 Kad. 11. IITL. 96 (forma epitoca) — Segundo 
Ushuaia. Ebbestrand. 16. V. 96. 


Nercis pelagica L. var. lunuluta. 


Linné Syst. naturac X. T. 17. pg. 654. Ehlers Borsten- 


würmer pg. b1l. 


Fundort: Puerto Churruca, Ebbestrand. 26. III. 96. 


Lycastis quadraticeps Gay. 


Fundorte: Punta Arenas, Ebbestrand. 1. und 6. XII. 95. — 
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Puerto Novo, Ebbestrand. 8. II. 96. — Puerto Espinal, Eb- 
bestrand. 18. V. 96. 


Eunicidae. 


ÆEunice antennata Sav. var. 


Savigny Système des Annélides. 1820. pg. 50. 
Fundort: Puerto Madryn. 5 Fad. 8. XI. 95. Sandboden, Eb- 
bestrand. 9. XI. 95. 


Nematonereis oculata Ehl.? 


Ehlers Borstenwürmer. 1868. pg. 374. 
Fundort : Puerto Madryn. 2—5 Fad. 9. XI. 95. 


Lumbriconcereis tetraura (Schm.). 


Notocirrus tetraurus Schmarda Neue wirbell. Thiere. I. II. 
1861. pg. 117. 
Fundort: Puerto Eugeniae. 10—15 Fad. 12. IL. 96. 


Lumbriconereis magallaensi Kg. 


Fundort: Gente grande. Steiniger Ebbestrand. 26. XII. 95. — 
Puerto Eugeniae. 10—15 Fad. 12. IL 96. — Puerto Chur- 
ruca. 20 Fad. 26. IL. 96. — Ultima Esperanza. 7—10 Fad. 
5. IV. 96. 


Lumbriconcreis cingulata Elhl. 
Fundort: Puerto Madryn. Sandboden Ebbestrand. 9. XI. 95. 


Ninoe leptognatha n. sp. 


Mehr als 30 Segmente, gelblich grau, irisirend. Kopflappen 
spitz kegelfürmig mit zwei dorsalen Längsfurchen; Buccalsecgmente 
gleich. Ruder mit hinterer Lippe, die vom 5. bis 40. Ruder in 
bis zu 6 Lappen zerschlitzt ist. Kinfache breitgesäumte Borsten 
in den ersten 35 Rudern, weiterhin daneben gedeckte Hakenborsten, 
neben diesen in den hinteren Rudern einzelne ganz feine und kurze 
Haarborsten. Rückencirren? 1m Oberkicfer lange schmale Träger, 
schlanke Zangen, sechszähnige Zähne, Sägeplatten mit gezähnelten 
Rändern, die erste auch mit grüBerem Zahn, die 2. mit grobem 
Flügelfortsatz; daneben eine kleine Reïbplatte und eine lange 
bandfürmige längs der Zange. 

Fundorte: Romanche Bay. 11 Fad. 4 II. 96. — Pucrto Eu- 

geniae. 10—15 Fad. 12. IL. 96. 
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Ayracoda tenuis n. sp. 

Nahe der Aracoda debilis Ehl, unterschieden von ihr durch 
den vüllig glatten Rand der breit gesäumten Borsten, lange spitz 
dreieckige unpaare Platte neben den Trägern im Kiefer und ge- 
zähnelte Ränder des 3. und 4. Kieferpaares. 


Glyceridae. 


Glycera capitata Ürd. 

Fundorte: Puerto Eugenia. 10—15 Fad. 12. IL 96. — Puerto 
Churruca. 20 Fad. 26. III. 96. — Tribune Bank. — Hope 
Harbour. 6—10 Fad. 30. IV. 96. — Navarino. 10 Fad. 
13. V. 96. 


Glycera americana Leidy. 
Syn. Glycera longissima Arvids. Glycera chiliensis Arvids. 
Fundort: Puerto Madryn. 5 Fad. 


Icemipodia patagonica Kbg. 
Fundorte: Punta Arenas, Ebbestrand. 6. XII. 95. — Martha 
Bank. 100 Fad. 16. III. 96. — Puerto Harris, Ebbestrand. 
PUF "96. 


Goniadidae. 


Goniada (Epicaste) armata Kbg. 

Fundorte: Voilier Cove. 10 Fad. 3. II. 96. — Romanche Bay. 
11 Fad. 4. IL 96. — Ultima Esperanza. 4—5 Fad. 2. IV. 
96. — Ushuaia. 10 Fad. 7. V. 96. — Lagatoaia. 10 Fad. 
JOIE. 


Goniada eximia n. sp. 


168 Kürpersegmente, 115"" lang; vordere und hintere Kürper- 
strecke deutlich gesondert. Kopflappen kegelfürmig, bestchend 
aus cinem grüBcren, basalen Glicde mit Nackenorganen und 7 
terminalen mit je zwei scitlichen Grübchen. Ruder der vorderen 
57—60 Segmente cinästig, die folgenden zweïästig; vordere Ruder 
mit dreilippigem Ruderast und zahlreichen zusammengesetzten Bor- 
sten mit langen spitzen Endgliedern; Rückencirren schief lanzett- 
fürmig auf groem Grundglied, Bauchcirren stumpf lanzettfürmig. 
Hintere Ruder mit oberem cinlippigen Ast und cinfachen Borsten, 
unterer Ast dem der vorderen ähnlich. Rüssel keulenfürmig, mit 
kleinen schuppenfürmigen Papillen, am jungen Thiere jederseits in 
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der basalen Hälfte mit 4 winkligen Paragnathen, die dem erwach- 
senen fehlen; am Eingang 18 weiche Papillen, 2 drei- bis vier- 
zähnige Makrognathen und bis zu 50 (18+ 22) zweispitzige Mi- 
krognathen im Kreiïse. 
Fuandorte: Sta Cruz, Ebbestrand. Tribune Bank, Sand und 
Gerüll. 25 Faden. 


Spionidae. 
Polydora (Boccardia) polybranchia Hassw. 


Fundorte: Punta Arenas, Ebbestrand. 1. XIL 95. — Puerto 
novo, Ebbestrand. 8. II. 96. — Puerto Condor. 


Ariciidae. 


Aricia michaelseni Ehl. 
Fundorte: Voilier Cove. 10 Fad. 3. II. 96. — Puerto toro. 
20—25 Fad. 11. IL. 96. — Puerto Eugenia. 10—15 Fad. 
120IF.: 96: 


Aricia cochleata n. sp. 

Mehr als 110 Segmente und über 32%" lang; Kopflappen ke- 
gelfürmig, kaum vom Buccalsegment getrennt, Mundeingang ein- 
fach. Vordere Kôürperstrecke besteht aus 29 Sewmenten; ohne 
Papillen; 1. Kieme am 6. Segment. Dorsaler Ast der vorderen 
Ruder niedrig mit schlanker, fadenfôrmiger Lippe und haarfürmi- 
gen, feilkerbigen Borsten; unterer Ast ohne Lippe mit vierreihiger 
Bürste von dicken, stumpfen, vor dem Ende auf einer Fläche aus- 
gehühlten Borsten. Hintere Ruder mit dorsal gerücktem, niedri- 
gem, einlippigem Ruderaste und langem Borstenbündel; unterer 
Ruderast kegelfürmig, zweilippig, mit wenigen glatten und feil- 
kerbigen Borsten; Bauchcirren schlank kegelfôrmig. 


Fundort: Tribune Bank. 25 Faden. Sand und Gerüll. 19. II. 


Aricia ohlini n. sp. 

Mehr als 46 Segmente und über 17®" lang. Koflappen kegel- 
fürmig, aus basaler und terminaler Strecke gebildet, deutlich vom 
kürzeren Buccalsegment getrennt. Vordere Kürperstrecke besteht 
aus 20 papillenlosen Segmenten; erste Kieme am 6. rudertragenden 
Segment. Dorsaler Ast der vorderen Ruder nicdriger Hücker mit 
ciner in der Basis spindelfürmigen Lippe und einem Bündel feiner, 
feilkerbiger Borsten; ventraler Ast mit niederem hinteren Lippen- 
saume, einer Bürste von dicken stumpfen, am Ende abgeplatteten 
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und seicht eingedrückten Borsten auf drei bis vier Reïhen, die 
eine eingerollte Spirale bilden. Hintere Ruder dorsal gerückt, 
beide Aeste auf gemeinsamer Basis; oberer Ast dem der vorderen 
entsprechend mit zahlreicheren Borsten, unterer Ast mit zwei un- 
gleichen Lippen, wenigen feilkerbigen Borsten und ein oder zwei 
an der Spitze gekrümmten Stütznadeln. Bauchcirrus kurz kegel- 
formig. 
Fundort: Tribune Bank. 25 Fad. Sand und Gerôll. 19. IT. 


Scoloplos kerguelensis Mc Jnt. 
(Scoloplos armiger Müll. ?) 


Fundorte: Lagatoaia. 10 Fad. 10. II. 96. — Ultima Esperanza. 
4—5 Fad. 2. IV. 96. 


Opheliidae. 


Travisia kerguelensis Mc Jnt. 


Fundorte: Puerto toro. 20—25 Fad. 11. II. 96. — Tribune 
Bank. 


Travisia olens Ehll. 
Fundort: Isla nueva navarino. 30 Fad. 7. IL. 96. 


Ammotrypane aulopyge Ehl. 


Fundorte: Voilier Cove. 10 Fad. 3. IL. 96. — Ultima Espe- 
ranza. 4—5 Fad. 2. IV. 96. 


Ammotrypane Scaphigeru n. sp. 


Durchscheinend, 21" lang, 39 Paar von Borstenbündeln, 
Ventralfäche platt, nach hinten verticft. Kopflappen kegelfôrmig 
mit abgesetzter terminaler Palpode. Ruder mit einem dorsalen 
und ventralen, neben je einer L'ippe austretendem Bündel cinfacher, 
capillarer Borsten; Kiemen lanzettfrmig, fehlen dem ersten und 
den sechs hinteren Rudern. Zwei Pygidialkiemen und grofer con- 
caver, an den Rändern mit Papillen besetzter Pygidialanhang. 

Fundort: Lagatoaia. 10 Fad. Thon mit wenig Algen. 10. II. 


T'elethusae. 


Arenicola assimilis Ehl. 


Fundorte: Punta Arenas, Ebbestrand. 2. XII. 95. — Ushuaia, 
Ebbestrand. 5. V. 96. 
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Chloraemidae. 


Flabelligera induta Ehl. 
Fundorte: Harberton Harbour. 6 Fad. 11. V. 96. — Nava- 
rino. 10 Fad. 13. V. 96. 


Trophonia kerguelarum Cr. 
Fundort: Tribune Bank. 


Scalibregmidae. 
Scalibregma inflatum Rthk. var. 
H. Rathke, Nova Acta Acad. C. L. Curios. nat. XX. 1. 


1893. pg. 184. 
Fundort: Puerto Eugenia. 10—15 Fad. 12. II. 96. — Ultima 


Esperanza. 4—5 Fad. 2. IV. 96. 


Chaetopteridae. 


Chactopterus variopedutus Ren. 

Fundorte: Rio Seco. 10—20 Fad. 24 1. 96. — Ushuaia. 12 
—15 Fad. 14. II. 96. — Puerto Churruca. 20 Fad. 26. IIT. 
96. — Borja Bai. 10 Fad. 7. IV. 96. — Puerto Harris. 
15 Fad. 11. IIL 96. — Puerto Condor. — Puerto Madryn, 
Ebbestrand. 23. VII. 96. 


e 


Cirratulidae. 
Audouinia fiigera d. Ch. 

Fundorte: Punta Arenas, Ebbestrand. 3. XIL 95. — Puerto 
Toro. 20—925 Fad. 11. IL. 96. — Puerto Eugenia. 10—15 
Fad. 12. IL. 96. — Puerto Harberton. 10—20 Fad. 14. IT. 
96. — Navarino. 10 Fad. 13. V. 96. 


| Timarete nasuta Eh. 
Fundorte: Punta Arenas. 7—8 Fad. 4. XII. 95. — Harberton 
Harbour. 6 Fad. 11. V. 96. | 


Promenia jucunda Kg. 
Fundorte: Isla nueva. 8 Fad. 7.11. 96. — Ultima Esperanza. 
7—10 Fad. 5. IV. 96. 


Maldanidae. 
Praxilla kergquelensis McJnt. 
Fundort: luerto Eugenia. 10—15 Fad. 12. IL 96. 
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? Praxilla assimilis McJnt. 
Fundort: Puerto Eugenia. 10—15 Fad. 12. II. 96. 


Hermellidae. 


Pallasia sexungula Eh. 
Fundort: Admirality Sound. 20 Fad. 7. III. 96. — Puerto 
Condor. 


Amphictenidae. 


Pectinaria belgica Pallas. 
Pallas Miscell. Zool. 1766. pg. 122. — Malmgren Nord. 
Hafs Annulat. Ofvers. K. Vet. Akad. Fôrhandl. 1865. pg. 356. 
Fundorte: Ultima Esperanza. 6—7 Fad. 4. IV. 96. — Puerto 
Harberton. 10—20 Fad. 14. IL 96. 


Ampharetidae. 


Ampharete patagonica Kbg. 
Fundorte: Puerto Eugenia. 10—15 Fad. 12. IL. 96. — Ultima 
Esperanza. 4—5 Fad. 2. IV. 96. — Tribune Bank. 25 Fad. 
19,:IL 96, 


T'erebellidae. 


Amplhitrile variabilis (Risso). 

Risso Hist. nat. d. princ. product. de l'Europe merid. T. IV. 
pg. 408. — v. Marenzeller Zur Kenntnis d. adriat. Anneliden. 
Sitzber. K. Akad. d. Wiss. Abth. I. Bd. LXXXIX. 1884. pg. 172. 

Fundort: Puerto Condor. 1896. 


Polymnia sp.? 
Die Artbestimmung bei dem schlechten Erhaltungszustande 
des Thieres unausführbar. 
Fundort: Puerto Madryn, Ebbestrand. 7. XI. 95. 


Nicolea agassizi Kby. 

Fundorte: Puerto Madryn. 5 Fad. 8. XI. 95. Sandboden. — 
Ebbestrand. 9. XI. 95. — Lennox Island. 10—25 Fad. 7. 
IT. 96. — Puerto Harris. 15 Fad. 11. III. 1896. — Puerto 
Gallegos, Ebbestrand. 16. XI. 95. — Admirality Sound. 
20 Fad. 7. III. 96. 
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Leaena antarctica McJnt. 
Fandorte: Ultima Esperanza. 7—10 Fad, 5. IV. 96. — Ka- 
tanashuaia. 10—12 Fad. 28. V. 96. 


Thelepus Spectabilis (Verr.). 

Fundorte: Punta Arenas, Ebbestand. 2. XII. 95. — Gente 
grande, Steiniger Ebbestrand. 26. XII. 95. — Puerto toro. 
20—25 Fad. 11. Il. 96. — Martha Bank. 100 Fad. 16. IIL 
96. — Ultima Esperanza. 4—11 Fad. 5. IV. 96. — Puerto 
Harris, Ebbestrand. 11. III. 96. — Navarino. 10 Fad. 13. 
V. 96. — Puerto Espinal, Steiniger Ebbestrand. 18. V. 9,6. 


Thelepus triserialis (Gr.) 

Grube Beschreibung. Archiv f. Naturgesch. Jahrg. 21. pg. 
118. 1855. v. Marenzeller Zur Kenntnis der adriatischen An- 
neliden. Sitzgsber. K. Akad. d. Wiss. Abth. I. Bd. LXXXIX. 
1884. pg. 208. 

Fandort: Ushuaia, Ebbestrand. 22. V. 96. 


Artacama proboscidea Milmgn. 
Malmgren Nordiska Hafs. Annulater. Ofvers. K. Vet. Akad, 
Forh. 1865. pg. 394. 
Fundorte: Lagatoaia. 10 Fad. 10. II. 96. — Puerto Harber- 
ton. 10—20 Fad. 14. II. 96. 


Pista cristata (Mill.). 

O. F. Müller Zool. Dan. Prodrom. 1776. n. 2620. Malm- 
gren Nordiska Hafs-Annulater. Ofvers. K. Vet. Akad. Forh. 
1865. pg. 382. 

Fundort: Puerto Madryn, Ebbestrand. 7. XI. 95. 


Terebellides strômi S. 
Fandort: Katanashuaia. 10—12 Fad. 28. V. 96. 


Trichobranchus glacialis Mimgn. 
Malmgren Nordiska Hafs-Annulater. Ofvers. K. Vet. Akad. 
Fôrh. 1865. pg. 395. 
Fundorte: Puerto toro, Ebbestrand. 8. IL. 96. — Ultima Espe- 
ranza. 7—10 Fad. 6. IV. 96. 


Polycirrus sp. ? 
Das einzige Stück war so unvollständig, daB nur die Fest- 
stellung der Gattung müglich war. 
Fundort: Katanashuaia. 10—12 Fad. 28. V. 96. 
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Sabellidae. 


Sabella sp. 2? 
Die Artbestimmung war bei der schlechten Erhaltung des 


einzigen Exemplares unausführbar. 
Fundort: Puerto Condor. 54°—5708. 52 Fad. 26. II. 


Laonome antarctica Kbg. 
Fundorte: Punta Arenas. 5. XII. 95. — Romanche Bai. 11 
Fad. 4. II. 96. — Isla Nueva. 8 Fad. 7. IL 96. 


Serpulidae. 
Serpula vermicularis L. 
Linné, Syst. Nat. XII 1767. pg. 1266. 
Fuandorte: Puerto Harris. 15 Fad. 11. IIL. 96. — Puerto Con- 
dor. — Cap Valentyn. 150 Fad. 12. III. 1896. 


Vermilia nigropileatu n. sp. 

Fadenfôrmig, farblos mit Ausnahme der braunvioletten Deckel- 
spitze, 13,5" lang, 7 thoracale Segmente, Abdomen mit 24 nach 
hinten zusammenrückenden Borstenwülsten. Kieme mit 7 Kiemen- 
strahlen mit bis zu 15 Paaren von Kiemenfäden und einem nackten 
Deckelt'äger, Deckel dick spindelfürmig, im Inneren mit einem 
kalkfreien kellenfürmigen Deckelkôürper. Kragen aus zwei ein- 
fachen getrennten Lappen, keine Thoracalmembran. 7 Paar dor- 
saler Bündel gesäumter Haarborsten, deren erstes kleiner als die 
6 folgenden, unter denen je ein Wulst mit über 60 dünnen, ge- 
sägten Platten. Das lange Abdomen in der Vorderstrecke bor- 
stenlos, weiterhin kurze Wülste mit wenigen (15) wie die thora- 
calen gestaltete Platten und kurzen breit gesäumten Borsten, an 
den letzten Wülsten je eine einfache, weit vorragende Borste. 
Rôhre weiB kalkig, ganz aufliegend, unregelmäfig gewunden, mit 
einfacher dorsaler First. 

Fundort: Puerto Harris. 15 Fad., auf Steinen. 11. III. 96. 


Placostegus sp. ? 
Leere Rôhren, die vermuthlich auf Thiere dieser Gattung zu 
beziehen sind. 
Fundort: Cap Valentyn. 150 Fad. 12. III. 96. 


à Spirorbis nordenskjôldi n. sp. 
Nahe verwandt mit Spirorbis borealis Daud. und Spirorbis 
mediterrancus Caull und Fel. Mesn. Nur 7 Kiemenstrahlen, der 
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Deckelstiel am Ende schwach flügelfôrmig erweitert: der Deckel- 
kôrper wie bei Sp. borealis Daud.; sein Rand hier und da wie 
eingekerbt. An den thoracalen Borsten des ersten Segmentes ist 
die Strecke zwischen der flügelfürmigen Erweiterung und der End- 
spitze noch länger als bei Spirorbis mediterraneus; die feilkerbigen 
Borsten des 3. Segmentes wie bei dieser Art. Die borstenlose 
Strecke des Abdomen sehr lang, dahinter 8—9 Borstenwülste. 

Rôhren weiB kalkig, links gewunden, Vorderstrecke aufge- 
rollt und aufwärts gerichtet oder um eine fadenfôrmige Unter- 
lage (Alge) gedreht, die Oberfläche glatt. 

Fundort: Punta Delgada. 5 Fad. 18. IL. 96. 


Spirorbis perrieri Caull et Fel. Mesn. 

M. Caullery et F. Mesnil Études sur la morphologie com- 
parée . .. chez les Spirorbes. Bull. scientif. de la France et de 
la Belgique. T. XXX. 1897. pg. 208. 

Fundorte: Punta Arenas, Ebbestrand. 1. XII. 95. — Puerto 

Churruca. 20 Fad., auf Laminarien. 26. IIL. 96. — Porvenir 
1896. — Beagle Channel zwischen Navarino und Ewslandet, 
auf Laminarien. 9. V. 96. 


Spirorbis Lebruni Caull. et Fel. Mesn. 

M. Caullery et F. Mesnil Études sur la morphologie com- 
parée . . . chez les Spirorbes. Bull. scientif. de la France et de 
la Belgique. T. XXX. 1897. pg. 206. 

Fundort: Puerto toro. 20—25 Fad. 11. IL 96. 


Arbeiten aus dem pathologischen Institut in 
Gôüttingen. 


Siebenter Bericht. 
Von 


J. Orth. 
Vorgelegt in der Sitzung am 30. Juni 1900. 


In der 6. Auflage meiner Pathologisch-anatomischen Diagnostik, 
welche im Anfang dieses Sommersemesters erschienen ist, wird 
man eine Anzahl neuer Angaben finden, auf welche sich ein Theiïl 
der Arbeiten bezieht, über die hier berichtet werden soll. 

1. Dahin gehôren die Angaben über das Eindringen von 
Zellen, sowohl leukocytären wie fibroblastischen Wanderzellen, 
in den Gelenk- und Epiphysenknorpel bei entzünd- 
lichen und tuberkulüsen Erkrankungen der Knochen 
und Gelenke (S. 674, 681, 682). Durch die in meinem 5. Bericht 
1898 angeführte Beobachtung von dem Eindringen eines längs der 
Knorpeloberfläche in einem aufliegenden Blutgerinnsel sich ausbrei- 
tenden Granulationsgewebes in den Knorpel wurde meine Auf- 
merksamkeit von neuem der Frage zugewandt, in wie weit die 
Zerstürung des Gelenk- und Epiphysenknorpels, wie wir sie bei 
Osteomyelitis und Arthritis septica sowohl wie bei Tuberkulose 
der Knochen und Gelenke kennen, durch aktive Betheiligung der 
Knorpelzellen, in wie weit sie durch Wanderzellen bedingt werde 
und welcher Art etwa diese Wanderzellen seien. 

In der Litteratur wird entweder nur von Wucherung der 
Knorpelzsellen und dadurch bedingter Erweiterung der Hühlen be- 
richtet, oder es wird cine continuirliche Zerstürung des Knorpel- 
gewcbes mit Einwachsen von Granulationsgewebe in die erüffneten 
Knorpelhühlen beschrieben; nur andeutungsweise ist bei einzelnen 
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Schriftstellern von einem Eïindringen isolirter Zellen in die uner- 
üffneten Knorpelhühlen die Rede, eine genauere Schilderung dieses 
Eindringens habe ich nirgendwo gefunden. 

Ich untersuchte daher, so oft sich Gelegenheit dazu bot, die 
Gelenk- und Epiphysenknorpel in Rücksicht auf diese Frage und 
konnte bald keinen Zweifel mehr darüber haben, da sowohl ein 
Einwandern von leukocytären und fibroblastischen Zellen in die 
Grundsubstanz des Knorpels wie ein Eindringen solcher Zellen in 
geschlossene Knorpelhühlen vorkommt, in welchen man die einge- 
drungenen Zellen ganz deutlich von den Knorpelzellen unterschei-. 
den kann. 

Den zweiten Assistenten des Institutes, Herrn Dr. Heile, 
habe ich dann veranlafit, die Untersuchungen weiter zu führen und 
besonders auch auf Karyomitosen in den verschiedenen Zellen zu 
achten, sowie an Reïhenschnitten festzustellen, daB das Auftreten 
von fremden Zellen in geschlossenen Knorpelhôhlen nicht etwa ein 
auf einer schrägen Schnittfübrung beruhendes scheinbares ist, son- 
dern daf thatsächlich in vüllig geschlossenen Hühlen diese Einla- 
gerungen nachweisbar sind. Dieser Nachweis konnte denn auch 
zweïfelfrei erbracht werden, und zwar wurden sowohl polynucleäre 
Exsudatzellen (Eiterkürperchen), als auch einkernige Rundzellen 
und spindelfürmige Fibroblasten in der Ein- oder Mehrzahl gefun- 
den, die ersten hauptsächlich bei acuten eiterigen Erkrankungen, 
die anderen bei chronisch-eiterigen und tuberculüsen Vorgängen. 
Die Knorpelzellen, welche besonders durch ihre anders aussehenden 
Kerne von den Eindringlingen gut zu unterscheiden sind, zeigen sich 
auch manchmal vermehrt, doch ist es nie gelungen eine Mitose an 
ihnen aufzufinden, während das bei den Granulationszellen auch 
innerhalb des Knorpels wiederholt môglich war. Häufñg zeigten 
dagegen die Knorpelzellen unzweïfelhaft degenerative Veränderun- 
gen, Verfettung, Kernschwund, Necrose, und auch ihre anscheinend 
auf amitotischer Theilung beruhende Vermebhrung dürfte wohl mehr 
eine atrophische als eine eigentliche progressive Veränderung 
vorstellen. 

Abgesehen von der Verschiedenheit der Zellen in diesen Knor- 
pelhôühlen spricht für die Einwanderung von Zellen der Bcfund 
von gleichen zelligen Elementen in der Knorpelgrundsubstanz so- 
wie der ferncre Umstand, daB ihre Zahl stets in der Nühe des 
anstoBenden Gewcbes am dichtesten ist und nach dem Inneren des 
Knorpels hin abnimmt. Schr merkwürdig ist das Bild der Kerne 
der leukocytären Wanderzellen -— ihren Leib sicht man in den 
gefärbten Balsampräparaten in der Regel ebensowenig wie das bei 
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Deckglastrockenpräparaten von Eiter der Fall zu sein pflegt —, 
indem dieselben langgestreckt und eigenthümlich miBstaltet (flaschen- 
fôrmig, keulenfôrmig u. s. w.) erscheinen, so wie es längst von dem 
Aussehen der Wanderzellkerne in der entzündeten Hornhaut be- 
kannt ist. 

Die Knorpelgrundsubstanz ist im Bereich der Einwanderung 
nicht mehr normal, wie man aus einer immer deutlicher hervor- 
tretenden Streifung und ihrem abweichenden Verhalten gegenüber 
den verschiedensten Farbstoffen entnehmen kann. 

Neben diesen discontinuirlichen Veränderungen fehlen selbst- 
verständlich die bekannten Zerstôrungslacunen nicht, welche häu- 
fig unzweifelhaft erôffneten Knorpelhôhlen entsprechen, aber doch 
auch unabhängig von solchen entstehen kônnen, derart, daf ein- 
zelne Knorpelkapseln mit ihrem Inhalt vüllig abgetrennt und so- 
gar mitten im Granulationsgewebe liegend gefunden werden kônnen. 

Ich komme also zu dem Schlusse, daB die Zerstôrung des 
Knorpels bei eiterigen und tuberkulôsen Erkrankungen weniger 
(vielleicht gar nicht) durch Wucherung der Knorpelzellen als viel- 
mehr durch eindringende Eiter- und Granulationszellen bewirkt 
wird, und da diese Zellen nicht nur continuirlich, vom Rande 
her, sondern auch discontinuirlich durch Einwandern in den Knor- 
pel und Eïindringen in dessen Hühlen die Zerstürung bewirken, 
wobei durch eine vorgängige Veränderung der Grundsubstanz dem 
Eindringen wie der Zerstürung vorgearbeitet wird. 

2. Es waren mir schon längst Zweifel darüber entstanden, 
ob die gemeinhin als verkalkte Glomeruli bezeichneten punktfür- 
migen Kalkablagerungen, welche man so häufig bei älteren Leuten 
mit oder ohne Schrumpfung der Nieren vorfindet, wirklich alle 
auf Malpighi'sche Kürperchen (Nicrenkürperchen) zu beziehen seien. 
Als ich dann begann der Frage Aufmerksamkcit zu schenken, 
stellte sich bald heraus, dafi die Mehrzahl der Kalkkürperchen 
mit den Knäueln, viele auch überhaupt mit den Nierenkôrperchen 
nichts zu thun haben, dafi es sich vielmehr um verkalkten hyali- 
nen Inhalt kleiner kugeliger Hohlräume handelt. 

Ich beauftragte daher Herrn Dr. Baum, Volontärassistent 
am Institut, eine systematische Untersuchung über die Bedeu- 
tung der punktfürmigen Kalkkôrperchen der Nieren- 
rinde anzustellen. Derselbe konnte feststellen, daf es zwar eine 
Verkalkung einzelner hyalin gewordener Schlingen von Knäueln, 
dal es auch gelegentlich eine Verkalkung von im Ganzen hyalin- 
atrophisch gewordenen Knäueln gibt, daf die Kalkkürperchen aber 
der Mehrzahl nach kalkhaltige Cystchen sind, die bald deutlich 
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als von Harnkanälchen stammend erkennbar sind, bald von Nie- 
renkôürperchen herrühren, deren Knäuel weder comprimirt noch 
atrophisch sind, aber entweder gänzlich fehlen oder nur aus weni- 
gen, aber durchgängigen und regelmäfig gebildeten Schlingen be- 
stehen. Da nun das umgebende Gewebe aufer einem reichen Ca- 
pillarnetz keinerlei Besonderheiten darbot, so kommt B. zu dem 
Schluf, daf es sich dabei um eine Entwicklungsstérung der Nie- 
renkürperchen handeln müsse, über die er allerdings noch nichts 
Bestimmtes festzustellen vermochte, für deren Annahme aber die 
neuen Untersuchungen von Ribbert über die Entwickelung der 
Niere gute Anhaltspunkte gewähren. 

8. Die bei der Mehrzahl der Menschen, hauptsächlich im Alter, 
aber auch schon in jüngeren Jahren an dem grofien Mitral- 
segel zu findenden gelblich-weiBen Flecken sind seither 
stets als auf Verfettung von Bindegewebszellen beruhend in der 
Litteratur aufgeführt worden. Es war mir nun bei der Unter- 
suchung zwecks Demonstration in meinen Cursen wiederholt auf- 
gefallen, daB zwar eine Verfettung nach der seitherigen Annahme 
vorkommt, da aber in den meisten Flecken zugleich eine Verän- 
derung der Intercellularsubstanz vorhanden ist, welche bei der 
frischen Untersuchung eine kôrnige Beschaïfenheit zeigt, welche 
zweïfcllos wesentlich zu der Undurchsichtigkeit der Flecken mit 
beiträgt. 

Um Genaueres über die Flecken zu erfahren, habe ich den 
Volontärassistenten am Institut, Herrn Dr. Beitzke veranlaft, 
eine müglichst groBe Anzahl von gefleckten Segeln nach verschiedenen 
Methoden zu untersuchen. Es hat sich dabei zunächst bestätigt, dañ 
die Verfettung von Zellen im allgemeinen eine mehr untergeordnete 
Rolle spielt, daB die Hauptsache eine Degeneration der leimgebenden 
Bindegewebsfasern ist, welche, abgesehen von der schon erwähnten 
auf Kalkablagerung hberuhenden Kôürnung, sich gegen Farbstotfe 
anders als normale verhalten und zwischen denen eine Kernfärbung 
nicht mehr eintritt, während in ihrer Umgebung oft deutlich eine Ver- 
mehrung der Kerne nachzuwcisen ist. Entsprechend der schon ma- 
kroskopisch erkennbaren age der Flecken an der Kammerseite 
des Klappensegels sitzt diese Veränderung in der Kammerhälfte 
des Segelquerschnittes und zwar in der mittleren Schicht, dicht 
unterbalb der breiten clastischen Lamelle, wäbrend die Verfettung 
der Zellen sowohl in der mittleren wie innerhalb der elastischen 
Schicht der Kammerseite gefunden wird. Herr Beitzke hat in 
einzelnen Füllen noch weiterc Veränderungen dieser elastischen 
Schicht bevbachtet, wegen deren auf dessen zu erwartende aus- 
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fübrliche Verôffentlichung verwiesen wird, ebenso wie wegen der 
Localisation der Flecken im einzelnen, deren Berücksichtigung 
noch weitere Gründe für die Annahme liefert, daB es sich bei die- 
sen Veränderungen um die Folgen mechanischer Verhältnisse han- 
delt, wie schon aus dem Sitz an der Kammerseite des Segels, d.h. 
an derjenigen Seite, welche bei dem Schluf der Klappe den An- 
prall des Blutes an erster Stelle auszuhalten hat, zu erschlieBen war. 

4. Die in meinem vorigen Bericht am Schlusse von No. 1 
erwähnten, im Greifswalder pathologischen Institut von Grohé an- 
gestellten Experimente über die Erhaltung der Knochen- 
bildungsfähigkeit an mechrere Tage lang conservir- 
ten Beinhautlappen erschienen mir so wichtig, daf ich Herrn 
Volontärassistent Dr. Nolte beauftragte, dieselben nachzumachen. 
Besonders in Rücksicht auf meine Ausführungen in dem genannten 
Bericht will ich nicht unterlassen, hier mitzutheilen, daB die Nach- 
untersuchung im Wesentlichen eine Bestätigung der Angaben Gro- 
hés geliefert hat, insofern es einige mal gelungen ist, durch inter- 
muskuläre Einpflanzung von Kaninchen- Beinhaut, welche bis zu 
50 Stunden nach der Entnahme aufbewahrt worden war, eine 
Wucherung der Osteoblastenschicht bzw. eine Knorpel- und Knochen- 
bildung hervorzurufen und zwar bei ganz fremden Kaninchen, also 
unter verhältniBmäBig ungünstigen Umständen. Es ist also damit 
von neuem festgestellt worden, daf im AnschluB an eine Ueber- 
pflanzung von überlebender Beinhaut eine Knorpel-Knochenbildung 
an Orten entstehen kann, wo solche Gewebe sonst nicht vorhan- 
den sind, und man wird von vornherein diese Neubildung von den 
überpflanzten Beinhautzellen abzuleiten geneigt sein. Da indessen 
auch unter allerhand sonstigen abnormen Verhältnissen unabhän- 
gig von Osteoblasten aus Bindegewebe Knorpel und Knochen ent- 
stehen kann, so wird eine besonders sorgfältige Beurtheilung der 
Befunde in der Richtung nothwendig sein, ob nicht die Ueber- 
pflanzung der Beinhaut blos solche abnorme Verhältnisse geschaffen 
hat und wie weit etwa die neugebildeten Gewebe unter Mitwir- 
kung der ürtlichen Bindegewebszellen entstanden sind. Die ganze 
Entwicklung der Neubildungen, ihre engen Beziehungen zu der 
auch später noch nachweisbaren elastischen Schicht der Beinhaut 
läft kaum cinen Zweifel über ihre Entstehung aus der überpflanz- 
ten Beinhaut, obwohl es in unseren Präparaten nicht gelang, 
sichere Mitosen an den Perivstzellen aufzufinden. 

Wenn man sich auch sebr hüten muB, aus derartigen Beob- 
achtungen wcitgehende allgemeine Schlüsse zu zichen, wenn ich 
auch heute noch der Meinung bin, daf an der Beurtheilung der 
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früheren Entzündungsexperimente durch die neu gewonnenen That- 
sachen nichts geändert wird, so sind diese Thatsachen doch inter- 
essant und wichtig genug, um es nothwendig erscheinen zu lassen, 
daB môüglichst zahlreiche Untersucher der von Grawitz ausgegan- 
genen Anregung folgend immer neue Experimente mit veränderter 
Anordnung über die Ueberlebens- und Erholungsfähigkeit der ver- 
schiedenen Gewebszellen des Kürpers anstellen. 

5. Herr Dr. Nolte hat nocheine andere Reïhe von Untersuchungen 
ausgeführt, welche ausgingen von der an Präparaten des Demon- 
strationscurses gemachten Beobachtung von regeneratorischer 
Neubildung Lieberkühn'scher Krypten (ohne Muscularis 
mucosae) an einem geheiïlten tuberkulüsen Geschwür, sowie von 
Wucherung solcher Krypten in bezw. an Stelle von zer- 
stôrten Lymphknôütchen des Dickdarms bei chronischer Dys- 
enterie. Derartige Wucherungen sind nicht unbekannt, aber in 
der deutschen Litteratur ist nur wenig und viel weniger als in 
der ausländischen, besonders der franzüsischen, darüber zu finden, 
so daB ich es für nicht übcrflüssig hielt, eine besondere Arbeit 
darüber ausführen zu lassen. 

Ich machte dabei zufällig die Beobachtung, daf an einem ganz 
normal aussehenden Lymphknôütchen des Dickdarms nicht nur 
Krypten in die lymphadenoïide Substanz eingebettet lagen, son- 
dern daf sie auch grüBer waren und tiefer in die Darmwand hin- 
einragten als die in der Nachbarschaft des Knôütchens gelegenen, 
nach der Ticfe durch die Muscularis mucosae abgegränzten Kryp- 
ten, so wie ähnliches schon von Katzen und besonders von Mecr- 
schweinchen angegeben worden ist (Stühr, Retterer u. à.). 

Meiner Anregung folgend untersuchte Herr Nolte gesunde 
und kranke Därme von nach Alter, Geschlecht, Krankheit ver- 
schiedenen Menschen und kam zu dem Resultat, daB derartige B c- 
ziehungen von Krypten zu Lymphknütehen zwar in 
erkrankten Därmen besonders deutlich gefunden wurden (auber 
bei Dysenterie bei Colitis cystica), daB sie in gewissem, in einzel- 
nen Fällen wechselndem Grade aber ganz regelmäfig und unab- 
hängig von besonderen Erkrankungen des Darms wie von Alter, 
Geschlecht und Krankheit der Menschen am Dickdarm vorkommen, 
Ucber die Verhältnisse im Dünndarm werden die Untersuchungen 
noch fortgesctzt. 

6. In meinem Lehrbuch der speziellen pathologischen Anato- 
mie (1, S. 958) habe ieh dem Gedanken Ausdruck gegeben. ob nicht 
bei der multiplen Leberadenombildung eine vicarirende HYpertro: 
phie über das Ziel hinansgebe und durch atypisches Wachsthum 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kiasse 1900. left 2. 16 
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zur Geschwulstbildung führe, die bis zur Krebsbildung gehen kann, 
wobei ich schon durchblicken lieB, da ich in den mit Cirrhose 
verbundenen Fällen, diese für das erste, die Adenombildung für 
das zweite hielte. Der Volontärassistent Herr Dr. Schmieden 
hat nun aus seiner sorgfältigen Untersuchung eines im Institut zur 
Beobachtung gelangten neuen Falles, Lebercirrhose und mul- 
tiple Adenombildung der Leber, Virch. Arch. 159, den 
Schluf gezogen, daf an eine primäre Lebercirrhose sich eine vica- 
rürende Hypertrophie mit typischen Befunden angeschlossen habe, 
aus der dann an zahlreichen Stellen eine Adenombildung hervor- 
gegangen sei, die wenigstens hie und da bereiïts einen krebsigen 
Charakter (Einbrechen in das Bindegewebe) angenommen habe. 
In dem cirrhotischen Bindegewebe liefen sich sehr gro$fe Mengen 
elastischer Fasern nachweisen sowie die bekannten Gallenkanäl- 
chen, an denen keinerlei Sprossung, kaum je eine Mitose aufzufin- 
den war, so daB angenommen werden muf, daf dieselben nicht auf 
neoblastischem, sondern auf metablastischem Wege (aus Leber- 
zellenreihen) entstanden sind. Das ist nicht nur von Interesse 
gegenüber den Wucherungserscheinungen an den Leberzellen der- 
selben Leber, sondern auch in Rücksicht auf andere Fälle, bei 
denen gleichzeitig eine reparatorische Wucherung von Leberzellen 
und von Gallengängen vorhanden war, nämlich in 

7. Lebern mit traumatischer Ruptur. 

Durch die Güte des Herrn Privatdocenten Dr. Beneke war 
dem Institut die Leber eines 3bjähr. Mannes zugegangen, welcher 
10 Tage nach einem Sturz mit dem Fahrstuhl unter den Erschei- 
nungen einer inneren Blutung gestorben war. Die Leber zeigte 
einen grofen RiB, in dessen Tiefe schon mit blofem Auge eine 
erüffnete Pfortader und Leberarterie zu sehen waren. Nach der 
Kapsel zu schlossen sich ausgedehnte infarctartige Necrosen 
des Lebergewebes an, welches ein trübes gelbweifes Aus- 
sehen darhot, wie es von den embolischen Infarcten der Niere be- 
kannt ist. Die Gestalt der necrotischen Partie auf senkrechtem 
Durchschnitt war keilfrmig, die Keïlspitze nach innen gerichtet ; 
auch ein dunkelrother Hof fehlte nicht. Die von Herrn Dr. Heïle, 
2. Assistent des Institutes vorgenommene genaue mikroskopische 
Untersuchung bestätigte nicht nur die gestellte Diagnose, anämisch- 
necrotische Infarkte, sondern enthüllte auch eine Anzahl inter- 
essanter Besonderheiten. 

So wurden auf mehrcren Schnitten die beiden zerrissenen Ge- 
fäBe gesehen, so zeigte sich in deren Umgebung am Rande des 
crhaltenen Lebergewebes eine Organisation des Blutgerinnsels (mit 
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reichlicher Riesenzellenbildung) ganz wie bei der Organisation 
eines Venenthrombus. An den necrotischen Abschnitten war viel- 
fach am Rande ein, wenn auch ungleich breiter und ungleich aus- 
geprägter, zelliger Saum zu sehen, gebildet von Leukocyten, welche 
hauptsächlich innerhalb von Gefäfien, wesentlich in Capillaren, 
aber auch in Pfortaderästen und besonders in Centralvenen lagen, 
zum kleineren Theil aber sich auch auferhalb der Gefäfe befan- 
den, zwischen den necrotischen Lecberzellen. Es handelte sich also 
um die auch von den Niereninfarkten bekannte sog. weife Hyper- 
ämie, welche nach Guillebeau in dieser Form besonders bei Herab- 
setzung des Blutdrucks eintritt, wie solche auch in diesem Falle 
vorhanden gewesen sein muB (langsamer Verblutungstod). Mit 
entzündlicher Eiterung hat dieser Vorgang nichts zu thun, Mikro- 
organismen irgend welcher Art fehlten durchaus. 

Auch der Infarct war bereits in Organisation begriffen, 
denn weiter nach aufBen von der leukocytären Randschicht fand 
sich überall junges gefäfhaltiges Bindegewebe, welches besonders 
auch die Hôhlung der grüBeren LebergefäBe, vor allem von Cen- 
tralvenen erfüllte. Grade in dieser Granulationszone fielen nun 
mächtige, oft hüchst wunderlich gestaltete epitheliale Kanäle auf, 
welche ïihrer Lage und ihrem Zusammenhang nach nichts anderes 
als in Wucherung begriffene Gallengänge sein konnten. In der 
That fanden sich in ihren Zellen auch viele Mitosen, daneben Rie- 
senzellen ohne Mitosen (wohl Erzeugnisse amitotischer Kernthei- 
lung). Die merkwürdig unregelmäfige Gestaltung der Gänge war 
abhängig einmal von dieser Zellwucherung und Riesenzellbildung, 
dann von knospenartigen Auswiüchsen verschiedener GrüBe. Wenn 
auch vielfach ein unmittelbarer räumlicher Zusammenhang mit 
Reïhen färbbarer Leberzellen vorhanden war, so konnte doch noch 
nirgends eine Neubildung von Leberzellenbalken aus den gewucher- 
ten Gallengängen nachgewiesen werden. 

Aber nicht nur an Gallengängen, sondern auch an Leberzellen 
konnten Neubildungsvorgänge festgestellt werden und zwar wic- 
derum zweierlei Art: Kernvermehrung ohne Mitosen, bis zur 
Ricsenzellbildung fortschreitend, und mitotische Kern- und Zell- 
theilung. Es ist dabei beachtenswerth, daB die Erscheimungen 
amitotischer Kernvermehrung mehr in der Näühe der Intarete, die 
Mitosen etwas entfernter gefunden wurden, ja vereinzelt sogar 
noch ganz weit von dem Infarct entfernt in unverändert aus- 
schendem Lebergewebe. Dasselbe gilt auch für die Mitosen an 
Gallenkanälchen. 

Somit ergibt diese menschliche Leber bezüglich der Regene- 
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ration bezw. regeneratorischen Hypertrophie von 
Lebergewebe durchaus den bei den Thierexperimenten gewonne- 
nen gleichende Resultate und begründet die Berechtigung, die dort 
aus den Beobachtungen gezogenen Schlüsse als auch für den Men- 
schen gültig anzusehen. 

Aufmerksam gemacht durch diesen eclatanten Fall haben wir 
mikroskopische Sammlungs - Präparate von geborstenen Lebern 
durchgesehen und gefunden, daf. regelmälig solche necrotischen 
Abschnitte am Wundrand vorhanden sind, worüber übrigens auch 
schon Angaben in der Litteratur vorliegen — und da8 auch die 
Zeichen reparatorischer Vorgänge bei nicht ganz frischen Ver- 
letzungen nicht fehlen. In einigen neuen Bevbachtungen gelang 
es nicht nur wieder infarctartige Necrosen (ebenfalls mit Leuko- 
cytenrand) aufzufinden, sondern auch einen Eiterherd an der con- 
vexen Oberfläche der Leber (Tod 4 Wochen nach der Verletzung) 
als durch secundäre Sequestrierung eines necrotischen Infarctes 
entstanden aufzuklären. 

8. Den nicht grade zahlreichen Fällen von Plattenepi- 

thelkrebsen der Gallenblase künnen ein paar neue hinzu- 
_ gefügt werden, mit deren genauerer Untersuchung sich der Volon- 
tär-Assistent Herr Dr. Deetz beschäftigt hat. Es handelt sich 
nicht nur um (Geschwiülste mit platten Zellen und Schichtungs- 
kugeln, sondern es konnten auch in einem Theil der Fälle typische 
Stachelzellen nachgewiesen werden. Der eine Fall war noch com- 
plicirt durch cine krebsige Stenose des Choledochus, in dessen 
Wand eine zweifellos adenomatüse Neubildung RER während 
gleichzeitig Hornkrebs in sie eingewachsen war. 

Die Bcfunde an den Krebsen gaben mir Veranlassung, von 
Herrn Dectz eine regelmäfige eingehende Untersuchung aller 
zur Bcobachtung gelangenden veränderten Gallenblasen in Be- 
zug auf das Verhalten ihres Epithels vornehmen zu lassen, 
in der Hoffnung, weitere Präparate mit Metaplasie des Cylinder- 
_epithels in Plattencpithel zu erhalten. In keiner der zahlreich 
zur Untersuchung gelangten Gallenblasen ist es Herrn Deetz 
gelungen, eine Stelle mit umgewandeltem Epithel aufzufinden. 

9. Die Bekanntmachung einer neuen scharfen und einfachen 
Sonderfärbemethode für elastische Fasern durch Weigert hat eine 
Schaar von Arbeitern veranlafit, das Verhalten der celastischen 
Fasern in erkrankten Organen oder pathologischen Neubildungen 
zu untersuchen. Auch im Institut wurden einschlägige Unter- 
suchungen von Herrn Prof. Herbert U. Williams angestellt 
über das Vorkommen und Verhalten elastischer Fasern 
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in Krebsen, welcher in einer demnächst erscheinenden Fest- 
schrift für Prof. W. H. Welch in Baltimore kurz über seine 
Resultate berichten wird. Er fand Neubildung elastischer Fasern 
nur in einem Leberkrebs, einem obliterirenden Krebs des Ductus 
thoracicus sowie in einigen Venenkrebsen und kommt zu dem 
Schluf, daB meist keine elastischen Fasern im Krebsstroma vor- 
handen sind, sofern dieses neugebildet ist. Kommt das aber aus- 
nahmsweiïse vor, dann sind die Fasern spärlich und fein. Da wo 
sie sich fanden, war entweder eine starke Entwicklung des Stroma 
vorhanden oder die neugebildeten Fasern standen in Verbindung 
mit vorher bestandenem elastischem Gewebe. 

Eine Anzahl von Arbeiten beschäftigten sich auch in diesem 
Jahre wieder mit dem weïblichen Geschlechtsapparat: 

10. Herr Dr. Jul. Voigt hat in seinen Beiträgen zur 
Tuberkulose der weiblichen Geschlechtsorgane (Arch. 
f. Gynäkol. 59) einige Fälle von Tuberkulose der Scheide beschrie- 
ben, besonders solche, bei welchen der ganze Genitalapparat von 
den Eierstôcken bis zu der Scheide tuberkulôs erkrankt war. Be- 
treffs der Scheide ergab sich, daB die Tuberkulose daselbst in 3 
Formen auftreten kann: 1. als Granulationswucherung ohne ty- 
pische Knôtchen aber mit oberflächlichen Substanzverlusten, 2. unter 
Knôtchenbildung mit typischer Ulceration, 3. in Form tiefgehen- 
der käsiger Zerstôrung der Wand. Auch in dem ersten Falle 
kôünnen grofe Mengen von Tuberkelbacillen vorhanden sein. 

Der 1. Assistent des Institutes Privatdocent Dr. Aschoff, 
welcher als Referent in Lubarsch und Ostertags Ergebnissen etc. 
die Regeneration und Hypertrophie sowie die Geschwülste 
bearbeitet hat, hat auch seine Studien über den weiblichen Ge- 
schlechtsapparat, welche schon in früheren Berichten Gegenstand 
von Mittheilungen waren, fortgesetzt. 

11. Schon in der im vorigen Bericht berücksichtigten Arbeït 
über ein cystisches Adenofibrom der Leistengegend hat A. Be- 
funde mitgetheilt, welche gegen die gangbare Ansicht über die 
Lage des Paroophoron, da dieses nämlich medianwärts vom 
Eierstock, zwischen Nebeneierstock und Tubenwinkel gelegen sei, 
sprachen, und hat die Meinung geäufert, daf das Paroophoron im 
Sinne eines Analogon des Giraldes’schen Organes cranialwärts 
oder in gleicher Hôhe mit dem Mesovarium liege und an der letz- 
ten Theiïlungsstelle der Arter. spermatica vor dem Hilus der Ge- 
schlechtsdrüse gesacht werden müsse. Er konnte nunmebr auf 
der Naturforscher - Versammlung in München (Verhandlungen d. 
path. Ges. II) berichten, daB er bei einem fast ausgetragenen 
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Kinde, bei welchem am breiten Mutterbande nahe dem freien 
Rande beiderseits kleine Nebennieren lagen, zwischen den Aesten 
der Arter. spermat. vereinzelte und gruppenfürmig angeordnete 
Drüsen und sehr schôn erhaltene Glomeruli gefunden habe (und 
zwar ehe die den gleichen Gegenstand behandelnde Monographie 
von Rob. Meyer erschienen war). 

12. Auch die Untersuchungen über die Beziehungen der 
tubaren Placenta zum Tubenabort und zur Tuben- 
ruptur wurden fortgesetzt (Arch. f. Grynäkol. 60). Aschoff 
steht nicht an, nach Untersuchung von 4 neuen Fällen tubaren 
Abortes zu behaupten, daB die Wandzerstôrung an der Placentar- 
stelle durch die fôtalen Zotten die unausbleibliche Folge jeder 
tubaren Eientwicklung ist. Eine Deciduabildung kann allerdings, 
wie die Litteratur lehrt, in der Tube eintreten, aber sie erfolgt 
dann spärlich, langsam, zunächst nur fleckweise, erst in späteren 
Monaten auch in grôBerem Zusammenhang, und sie fehlt auch dann 
stets an der Placentarstelle. Die Erôffnung mütterlicher Gefäfe 
und die Ersetzung ihrer Wandung durch fôtales Gewebe vollzieht 
sich an der Tube in gleicher Weise wie am Uterus, deshalb ist 
auch anzunehmen, daB hier in gleicher Weise die Zotten von 
mütterlichem Blute umspült werden, welches seitlich durch die 
aus Falten sowie aufgewühlten Schleimhaut- und Muskelschichten 
hergestellte Pseudoreflexa abgeschlossen wird. Wenn trotzdem 
an den Tuben durch Zerreifung der grôferen, in die fôtale Pla- 
centa einbezogenen Gefäfe in der Regel schon frühzeitig Abort 
oder Ruptur entsteht, so geschieht das, weil im Gegensatz zum 
Uterus durch den relativ geraden und kurzen Verlauf derselben 
und durch ihre Einbettung in ausschlieflich fôtales Gewebe ihre 
Zerreifung begünstigt wird, deren letzte Ursache in plôtzlichen 
Blutdrucksteigerungen durch Contractionen des an der Placentar- 
stelle unterbrochenen, über die Convexität des Eies angespannten 
Muskelringes gesucht werden muf. Besonders gefährdet sind in 
allen Fällen die von fôtalen Wucherungen mehr oder weniger 
durchsetzten dünnen Wandungen der Pseudoreflexa. 

13. Ueber einen der sehr seltenen Füälle von allgemeiner Mi- 
lartuberkulose im AnschluB an eine Tuberkulose der Innen- 
haut der Aorta hat Dr. Aschoff in den Verhandlungen der 
deutschen pathologischen Gesellschaft (Bd. IT) Mittheilung gemacht. 
Im Anschluf daran mag es gestattet sein, eine Bemerkung über 
die historische Entwicklung unserer Kenntnisse von der Arterien- 
tuberkulose zu machen, da bis in die neueste Zeit hinein unge- 
naue Angaben über diesen Gegenstand vorgebracht worden sind. 
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Wenn, um nur den letzten Autor anzuführen, Benda in einem Re- 
ferat in Lubarsch und Ostertag’s Ergebnissen, V, 1900, sagt, daf 
der tuberkulôse ProzeB der Intima , bei kleineren Arterien“ zuerst 
von KR. Koch (1884) und Bergkammer (1885) gesehen, von D. Nasse 
eingehend studiert worden“ sei, so trifft das nicht ganz zu, da 
die ersten Mittheïlungen über Intimatuberkulose auch an Arterien 
von mir herrühren, indem ich schon 1879 im 76. Bande von Vir- 
chow’s Archiv, S. 229, von den Gefäfen in den Lungen meiner 
tuberkulôsen Versuchskaninchen gesagt habe, daf sich Verände- 
rungen in der Adventitia und Intima gefunden hätten. ,Die letz- 
teren gehôren z. Th. offenbar in das Gebiet der sog. Endarteriitis 
obliterans, z. Th. aber sind sie meiner Meinung nach als tuberku- 
lôse aufzufassen. Die Tuberkel sitzen theils in der Adventitia 
und sind bis in die Intima vorgedrungen, theils sind sie auf diese 
beschränkt und als primäre Intimatuberkel anzusehen“. In dem- 
selben Bande berichtet mein Assistent Dr. Mügge unter Beru- 
fang auf schon früher von mir gemachte Beobachtungen über In- 
timatuberkel der Lungenvenen und Lungenarterien beim Menschen, 
Was Herrn Nasse betritit, so hat derselbe in seiner citirten, auf meine 
Veranlassung und unter meiner Leitung ausgeführten Arbeit ebenfalls 
nur ältere Beobachtungen von mir weiter ausgearbeitet und ver- 
folgt, zum grofen Theïl an von mir bereits früher gesammeltem 
Material, und hat selbst im Eingange seiner Abhandlung auf An- 
gaben der 3. Auflage meiner Diagnostik hingewiesen, durch welche 
sogar schon von den durch Arterientuberkulose bewirkten Infark- 
ten der Niere Mittheilung gemacht wird. Diese Auflage der Diag- 
nostik ist aber bereits 1884 erschienen, also in demselben Jahre 
wie die Koch’sche Mittheilung und ein Jahr früher als die Arbeït 
von Bergkammer. 

14. In seinen histologischen Untersuchungen über 
die Harnsäureablagerungen (Verhdl. d. d. path. Ges. Il) 
äuBert sich Dr. Aschoff in einem 1. Theil auf Grund experi- 
menteller Untersuchungen an Kaninchen über die Bedeutung 
der Uratzellen von Ebstein und Nicolaiïer. Er theilt 
nicht die Ansicht von Sauer, daB die Uratzellen aus Epithelien 
hervorgingen, welche infolge der durch die Uratkugeln in den 
Harnkanälchen bewirkten Stürungen abgestorben seien und erst 
nachträglich mit Harnsäuresalzen imprägnirt wurden, sondern 
stimmt Ebstein und Nicolaier so weit zu, daB die Uratzellen 
Epithelzellen sind, in welche sich primär Urate abgelagert haben, 
aber er kann nicht zugeben, da die Harnsäure in jedem Falle 
einen schädigenden EinfluB auf die Epithelzellen ausübe, in den 
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veränderten Epithelien zur Ausscheidung komme und durch Zer- 
fallen der Zellen frei werde, denn er hat wie Sauer Abscheidung 
an die Oberfläche von unveränderten Zellen, Abscheidung im inne- 
ren Abschnitt der Zellen (und zwar sowohl in gewundenen Kanäl- 
chen wie in schleifenfürmigen) bei ganz unverändert aussehendem 
Kern und übrigem Zellenleib gefunden. Typische Uratzellen fand 
er um so reichlicher je mehr Harnsäure auszuscheiden war. A. 
nimmt mit Sauer an, daB bei geringen Harnsäuredosen die Nieren 
der Kaninchen sämmtliches Material nach Art der Vôügel und 
Reptilien an der Oberfläche von intacten Epithelzellen ausschei- 
den kônnen in Form feiner Kôrner, die sich in den Kanälchen 
durch Wachsthum in Sphärolithen umbilden, daB aber, wenn die 
Harnsäuremenge zu groB ist, die Zellen selbst, gewissermaBen in- 
folge von Ermüdung, imprägnirt werden. Die Harnsäure ist an 
und für sich kein Gift für die Nierenepithelien, aber ungeheuren 
Mengen gegenüber erlahmt das Vermôügen der Zellen, die Harn- 

säure in einer festen EiweiBverbindung auszuscheiden und die 
Zelle selbst wird Ort der Abscheidung, wobei schlieBlich aller- 
dings der Tod der Zelle eintreten kann. 

Was die Verhältnisse beim Menschen betrifft, so konnte A. 
in einem geeigneten Falle von Harnsäureinfarct beim Neu- 
geborenen weder Uratzellen noch Zeichen einer schwereren 
Veränderung der Epithelzellen auffinden. Neuerdings hatte er 
Gelegenheit wieder einen Fall zu untersuchen, bei dem schon mit 
blofen Augen neben sehr reichlichen Harnsäurestreifen im Mark 
auch Ablagerungen in der Rinde der Nieren gesehen werden konn- 
ten. Das Kind war 48 Stunden nach der Geburt an Verblutung 
aus einem Duodenalgeschwür gestorben und nach weiteren 48 
Stunden secirt worden; die Nieren wurden in absolut. Alkohol 
gehärtet. Es zeigten sich mikroskopisch reichliche Harnsäureab- 
lagerungen in den Sammelrôbren und in den Schaltstücken. In 
den gewundenen Kanälchen I. Ordnung wurden keine Ablagerun- 
gen gefunden, in den Schleifen nur ganz vereinzelte Spuren. Die 
Ablagerungen bestanden in den Schaltstücken aus relativ kleinen 
Kugeluraten; feine Kürnchen wie an der Oberfläche der Epithe- 
lien der Kaninchennieren wurden nicht gefunden; in den Sammel- 
rôbren lagen grofe und kleine Kugelurate. Alle diese Ablage- 
rungen fanden sich im Lumen der Harnkanälchen, nirgends in 
Zellen; auch lieB sich keine einzige Uratzelle nachweisen, Lôüste 
man die Harnsäure, so fand man ein den Uratkugeln entsprechen- 
des Eiweifgerüst, in welchem hie und da, aber nur selten und 
fast nur in den Sammelrôhren, kernhaltige Zellen eingeschlossen 
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waren, der Mehrzahl nach mechanisch losgelüste Epithelien, welche 
nichts von den Veränderungen der Uratzellen aufwiesen, zum 
kleinen Theil vielleicht Leukocyten. Neben den Kugeluraten fan- 
den sich hyalin-streifige Cylinder in den gewundenen Kanälchen, 
geronnenes EiweiB auch in dem Kapselraum eines Nierenkürper- 
chens. An den Epithelien der Rindensubstanz waren nirgends schwe- 
rere Veränderungen, Zerfall oder dergleichen zu sehen. Vielfach 
erkannte man noch den Bürstensaum, an anderen Stellen war die 
Oberfläche unregelmäfig gestaltet und ging in ein das Lumen der 
Kanälchen erfüllendes kürniges und fidiges Netzwerk über. Es 
muB unentschieden bleiben, wie weit hier bereits cadaverôse Ver- 
änderungen vorliegen. 

Also auch in diesem neuen Falle fand sich keine Bestätigung 
für die von Ebstein und Nicolaier ausgesprochene Vermuthung, 
daf auch beim menschlichen Harnsäureinfarct der Zerfall von 
Nierenepithelien eine Rolle spielt, wohl aber fanden sich auch 
unabhängig von den Uratablagerungen Eiweifcylinder, welche auf 
eine Schädigung der Glomeruli hinweisen und wohl das Material 
für das Eiweilgerüst der Uratkugeln geliefert haben künnten. 

In einer zweiten Untersuchungsreihe handelte es sich um 
Harnsäureablagerungen im Blute von Hühnern nach 
Unterbindung der Ureteren. Es wurden vor allem in den Nieren- 
venen und zwar hauptsächlich da, wo Capillaren oder kleine Aeste 
einmünden, Krystallbüschel in dem Venenlumen gefunden, deren 
einzelne Nadeln in der Richtung des Blutstromes umgebogen sind, 
wie die Sumpfgewächse in einem fliefenden Bach"). Hier mul 
also die Krystallisation eingetreten sein, während noch Blutstrom 
war, d.h. während das Blut noch lebend war. Darum künnen 
die neben den grüBeren Krystallbiüscheln gefundenen Degenera- 
tionserscheinungen an den Blutzellen, insbesondere Kernzertriümme- 


rung an den oft auffällig reichlich vorhandenen Leukocyten nicht: 


vor der Krystallbildung da gewesen sein, sondern sind erstrmit 
der Ausscheidung entstanden, welche hauptsächlich daertolgte; 
wo die Concentration am grüfiten war (Nicrenvenen) und wv'die 
agonale Stromverlangsamung besonders stark sich. geltehd:macht 
(am Uebergange des Capillarnetzes in die weïten Venen). 
Aschoff schliefit sich demnach:jenon: Autoren ‘an, :"welchie: 
Ebstein’s Ansicht, daB erst die Nécrosen-im Gewebe ‘ic 'Aug- 


1) Die Fig. 6 Tafel VI -det' Verh@E "4! 4! path! (és. TH "Wêlthe dem 'Vorf. 
nicht zur Correctur vontélegen hat{gibt dicses! Vexhältnifi bei weitam nütht so 
ausgeprägt wieder wic die Originalzcichnung und dijePräphuatc. 

Kgl. Gus, d. Wiss. Nachrichton. Mathomat.-physik. Klusso. 1900. Iloft 2, 17 
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krystallisation der Harnsäure bedingten, zurückweisen, meint viel- 
mebr, daf umgekehrt die Krystallisation die Ursache der Ne- 
crosen sel. 

15. Der in der letzten Zeit so viel behandelten Frage nach 
dem Verhalten der Deckzellen serôser Häute bei Ent- 
zündungen hat der Volontärassistent Herr Dr. Herxheimer 
fortgesetzt seine Aufmerksamkeit geschenkt. Er konnte immer von 
neuem feststellen, daB diese Zellen. bei den fibrinôsen Entzündun- 
gen unter dem Fibrin sich erhalten kônnen, an dessen Rand er 
sie oft unmittelbar in die Deckzellenschicht der exsudatfreien Ab- 
schnitte verfolgen konnte. Gerade hier, am Rande des Exsudates, 
zeigten diese Zellen sehr früh und am stärksten Wucherungser- 
scheinungen, bei denen es sich mehr um direkte als um indirekte 
Kerntheilungen zu handeln scheint; es kommt dabei zur Bildung 
von Riesenzellen, welche in einer grüferen Reïhe von Füällen ge- 
funden wurden. 

Ganz besonderes Augenmerk wurde auf die mit epithelähn- 
lichen Zellen ausgekleideten drüsenartigen Spalten gerichtet, welche 
an der Grenze der alten Serosa und des aus ihr hervorgesprosse- 
nen Granulationsgewebes gefunden werden, — bei den fibrinüs- 
produktiven einfachen und tuberkulôsen Entzündungen gar nicht 
selten, wenn man nur gehürig danach sucht! 

In einem Falle fibrinôs-produktiver Pericarditis wurde aufer 
zahlreichen Spalten auch eine kleine kugelige Cyste gesehen, 
welche von grofien epithelähnlichen Zellen ausgekleidet war und 
im Innern Wanderzellen enthielt. Sie lag an gleicher Stelle wie 
die Spalten, gegen das Fibrin sich vorwülbend, und darf wohl 
sicher als eine cystisch umgewandelte Spalte angesehen werden. 

Bei demselben Herzheutel lieBen sich an Serienschnitten Deck- 
zellenreihen von der Unterfläche des Fibrin durch dieses hindurch 
bis auf seine Obcrfläche verfolgen; die Streifen waren dabei häu- 
fig ineinander gerollt, offenbar abgehoben. Damit verlieren die 
Befunde von solchen Zellen über dem Fibrin ihre Bedeutung für 
die Frage nach der Herkunft des Faserstoffs. 

Den bei fibrinüs - produktiven Entzündungen vorkommenden 
ähnliche Spalten finden sich auch, wie schon Ribbert angegeben 
hat, unter den sog. Sehnenflecken des Herzbeutels und H. meint, 
daB sie auch ähnlich entstanden seien, nämlich durch Durchbruch 
des wuchernden Bindegewebes zwischen den Epithelinseln und 
Vereinigung benachbarter Gewebssprossen über densclben. 

Auf einen Uebergang der Deckzellen in Bindegewebe wies in 
H.'s Präparaten nichts hin. 

16 
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16. Eine andere Untersuchungsreihe des Herrn Herxheimer 
betraf das Vorkommen von Fibrin bei Darmverände- 
rungen, zu dessen Nachweïis die verschiedensten Färbemethoden 
angewandt wurden. Am meisten findet sich dasselbe in der Sub- 
mucosa bei verschiedenen Erkrankungen, insbesondere auch bei 
Typhus in der Umgebung der markig geschwollenen Lymphknüt- 
chen, aber es kommt auch als echtes fibrinüses Exsudat auf der 
Oberfläche der Schleimhaut vor, bei der sog. Darmdiphtherie, 
gleichgültig, welcher Ursache diese ihre Entstehung verdankt, wenn 
auch die Menge der Auflagerung gegenüber dem von den Rachen- 
gebilden und Athmungswegen Bekannten nur eine geringe zu sein 
pflegt. Das Fibrin trat dabei nicht innerhalb der Lieberkühn’- 
schen Krypten auf, welche nur Schleim enthielten. 

Unter den untersuchten Fällen befanden sich 2, bei welchen 
die Darmdiphtherie nach Laparotomien, welche nicht des Darmes 
wegen gemacht worden waren, vorgefunden wurde. In beiden 
fanden sich aufer dem gewühnlichen Fibrinbefund noch hyaline, 
Weigert’sche Fibrinfärbung annehmende Thromben in (GefäBen, 
besonders in den kleinen dicht unter der Schleimhautoberfläche. 
Es war in beiden Fällen nur sehr wenig Sublimat zur Desinfec- 
tion benutzt worden. 

17. Auf einem anderen Gebiete als die gewühnlichen Insti- 
tutsarbeiten bewegt sich eiñe Untersuchung, welche ich über das 
Alter der PockenkenntniB in Indien und China mit 
gütiger Unterstützung der Herren Sanskrit - Professoren Kiel- 
horn-Güttingen und J olly-Würzburg angestellt habe und worü- 
ber ich demnächst einige Bemerkungen in der Zeitschrift Janus 
verôffentlichen werde. 

Auf Grund der Angaben des englischen Arztes Holwell wurde 
bis in die neueste Zeit angenommen, daf in dem Atharva-Veda, 
der mindestens 1000 Jahre vor Chr. Geburt zurückreicht, nicht 
nur die Pocken erwäbnt sind, sondern auch an eine Pockengüttin 
zu richtende Gebete mitgetheilt werden, welche natürlich auf ein 
noch weit hüheres Alter der PockenkenntniB der alten Inder hin- 
weisen wirden. Die Angabe ist aber nach jeder Richtung hin 
falsch, eine Erwähnung der Pocken kommt erst in den nach Christi 
Geburt entstandenen Werken vor und eine Pockengüttin gar erst 
im 16. Jahrhundert. Mügliche Beziehungen zwischen den Pocken- 
gôttinnen gewisser indischer Gegenden, wo diese als Frau (Jung- 
frau) mit einem Kinde auf den Armen dargestellt werden, und 
der Gottesgebärerin Maria werden kurz erürtert. 

In Bezug auf die PockenkenntniB der Chinesen wird das litte- 


240  J. Orth, Arbeiten aus dem pathologischen Institut in Gôttingen. 


rarische Schicksal einer Angabe eines jesuitischen Missionars aus 
dem 18. Jahrhundert geschildert. Aus der Mittheilung des J'esui- 
ten, da nach einem wenige Jahre vor seinem, 1779 gedruckten, 
Bericht ein chinesisches Buch über die Pocken erschienen sei, 
welches angebe, da die Pocken in China unter der Dynastie der 
Tcheou, welche 1120 v. Chr. zu regieren begann, aufgetreten scien, 
ist fast allgemein die Angabe hervorgegangen, daf die Pocken 
1120 v. Chr. aufgetreten seien, schliefilich aber ist gar daraus die 
Nachricht entstanden, es sei 1120 v. Chr. ein chinesisches Buch 
erschienen, welches Nachrichten von den Pocken gebe etc. Da 
die Dynastie der Tcheou bis ca. 250 v. Chr. regiert hat, so be- 
sagt dies im 8. Jahrzehnt des 18. Jahrhunderts verfafite chine- 
sische Werk nur, da in China die Pocken zwischen dem 12. und 
dem 3. Jahrhundert vor Christi (eburt aufgetreten seien, wie 
bereits Hirsch, vhne überall Beachtung zu finden, in der 2. Auf- 
lage seiner Historisch-geographischen Pathologie richtig bemerkt 
hat. — 


G. Mittag-Leffler, Verallzemeinerung der Taylor'schen Reïhe. 


Untersuchungen aus dem Universitäts-[Labora- 
torium zu Gôttingen (IX). 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 16. Juni 1900. 


I) Ueber Aufspaltung cyklischer Oxime. 


Die Forttührung der Untersuchungen über das Verhalten 
cyklischer Oxime gegen umlagernde Agentien (Nach. d. K. G.d. W. 
1893, 747; 1894 59. 165; 1899. 123.) hat neuerdings, wenigstens 
für die Gruppe der gesättigten Ketone, zu abschlieBenden Resul- 
taten geführt. Die Art wie die Umlagerung ertolgt, hat vollstin- 
dig aufgeklärt werden künnen, nachdem es gelungen ist, die Um- 
lagerungsproducte, welche immer noch eyklische Verbindungen vor- 
stellen, zu offenen Ketten aufzuspalten, für die den Constitutions- 
nachweis zu führen dann verhältnifimäfig leicht ist. 

Die Aufspaltung der sog. ,,Isoxime“, welche am bequemsten 
durch Einwirkung conzentrirter Schwefclsäure auf die normalen 
Oxime gewonnen werden, führt unter Wasseraufnahme zu Ami do- 
säuren der Fettreihe. Daraus folgt. daB die Isoxime gesit- 
tigter Ketone nichts anderes sind als die inneren Anhydride (Lae- 
tame) von Amidosäuren. 

Durch die mitzutheilende Untersuchung werden eine Rethe 
von Amidosäuren zu ziemlich bequem zungiänglichen Verbindungen 
und damit ist auch der Weg angebahnt das Verhalten dieser 
Kürper eingehender zu erforschen. So hat sich z B. herausge- 
stellt, daB Amidosäuren mit normaler Kohlenstottkette und Fern- 
stellung der NH2-Gruppe vom Carboxyl bei der Behandlung mit 
Natriumnitrit leicht in ungesättigte Säuren übergehen, dal sie 
also ein Verhalten zeigen, welches man auf Grund der bisherigen 

Kgl. Ges. d, Wiss, Nachrichten, Math,-phys. Klasso 1900. Hoft 8. 18 
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Forschungen nur für B-Amidosäuren erwarten durfte. Die Unter- 
suchung hat sich bisher auf folgende Verbindungen erstreckt: 


1) Pentacyklische Ketone. 
a) Cyklopentanon. 


CH: CH 
Das Pentanonoxim | >. C: NOH wird durch concentrirte 
CH CH « 


Schwefelsäure in ein Isoxim übergeführt, das in seinem Verhalten 
die grôBte Aehnlichkeit mit dem schon von Schotten und 


CH: CH2—CO 
Gabriel untersuchten «-Piperidon | | Zzeigte, dem 
CH: CH2—NH 
inneren Anhydrid der Ô-Amido- Valeriansäure. Das wirklich 
die auf verschiedenem Wege gewonnenen Kôrper identisch sind, 
geht aus folgenden Versuchen hervor. 

Das Isoxim des Pentanons giebt beim Erhitzen mit concentrir- 
ter Salzsäure das Chlorhydrat einer Amidosäure, deren Schmelz- 
punkt bei 157—158° liegt. Das ist aber der Schmelzpunkt der d- 
Amido-Valeriansäure. Auch die bei 106° schmelzende Benzoyl- 
Verbindung der Säure aus Pentanonisoxim stimmt in ihren Eigen- 
schaften ganz mit der Benzoyl-0-Amido-Valeriansäure überein. 

Ferner wurde nachgewiesen, da Piperidon beim Erhitzen mit 
Phosphorpentoxyd in Pyridin übergeführt werden kann. 


b) Cyklo-B-Methylpentanon. 

Die Verbindung wurde aus B-Metyladipinsäure dargestellt. 
Von den beiden aus dem Keton entstehenden Oximen wurde 
wesentlich die schwerer lôsliche, bei 86° schmelzende Modification 
benutzt. Das daraus dargestellte Isoxim ist luftheständig, 
schmilzt bei 87° und siedet bei 15m" bei 147—148% In Wasser 
ist er sehr lüslich. Es ist rechts drehend. Durch Erhitzen mit 
Salzsäure wird die Verbindung zum Chlorhydrat einer Amido- 
säure aufgespalten, welche unter Zersetzung bei 133 —135 ° schmilzt, 
in Wasser sehr lüslich und auch schwach rechtsdrehend ist. 

Unter der jetzt zulässigen Voraussetzung, dal das Umlage- 
rungsproduct der B-Methylpentanonoxims ein Methylpiperidon ist, 
hat man für die gewonnene Amidosäure die Entscheidung zwischen 
den beiden Formeln: 

1) CHe (NH2) CH (CH3) CHz CH CO: H und 
2) CH: (NH:) CH CH (CHs) CH2 CO: H 
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zu treffen, d. h. man hat es mit einer B- oder y-Methyl-0- 
Amido-Valeriansäure zu thun. 


2) Hexacyklische Ketone. 


a) Cyklohexanon. 

Das bei 88° schmelzende Hexanonoxim geht bei der Isomeri- 
sation in ein sebr schün krystallisirendes, in Wasser leicht Iôsliches 
Isoxim über, das bei 12" bei 139° siedet und bei 68—70° schmilzt. 
Die daraus durch Aufspaltung mit Salzsäure gewonnene Amido- 
säure bildet ein leicht erstarrendes Chlorhydrat. Die freie Säure 
krystallisirt leicht aus Wasser oder verdünntem Alkohol und 
schmilzt bei 201—202°. Die Säure ist identisch mit s-Amidocapron- 
säure, welche auch bereits von Gabriel auf synthetischem 
Wege gewonnen wurde und deren inneres Anhydrid genau die 
Eiïigenschaften des Hexanonisoxims theilt. Auch die Goldsalze 
aus beiden Verbindungen besitzen denselben Schmelzpunkt. Die 
Isomerisation des Hexanonoxims erfolgt also in folgendem Sinne: 


CH:—CH:-CH: : CH: CHe CHs 
| LENS 
GH:—CHL4 : NOH CH: CH: CO 
Die e-Amidocapronsäure giebt, mit Natriumnitrit behandelt, 
d-s-Hexensäure CH:: CH CH: CH CH2 CO: H von folgenden 
Eigenschaften: Siedepunkt 208—210"; d — 0,962; nn — 1,4345 
bei 23°. 


b) B-Methylhexanon. 

Das Oxim des B-Cyklomethylhexanons liefert, wie früher 
schon beschricben wurde, zwei isomere Isoxime, die bei der Auf- 
spaltung auch zwei isomere Säuren geben, deren Verhalten ich 
gemeinsam mit Herrn L. Ottemann näher zu studieren im Be- 
griffe bin. 

1) Verbindungen aus dem a-Isoxim des en OI 
vom Schmelzpunkt 104—105° 

Die Amidocapronsäure, welche durch Aufspaltung daraus 
gewonnen wird, schmilzt bei 187—188° unter Zersctzung. Salpe- 
trige Säure führt sie in eine Oxysäure über, welche theils ein 
Lacton, theils eine Heptylensäure Cr His O2 von folgenden 
Eigenschaften lefert: Siedepankt 218—2214, d = 0.961, n = 
144154 bis 21°, M — 35.21 (ber. 35.63). Das Amid dieser Säure 
schmilzt bei 90--91°. 

2) Verbindungen aus dem B-Isoxim (Schmelzpunkt 68°). Die. 
Amidocapronsäure daraus schmilzt bei 145--147°, die aus ibr 
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mittelst salpetriger Säure gewonnene Heptylensäure siedet bei 
220—929250, ihr Amid schmilzt bei 77—78°. 


c) Menthon — Methyl(2)-Isopropyl(1)-Hexanon. 

Das schon früher beschriebene bei 119—120° schmelzende, aus 
I-Menthonoxim gewonnene Isoxim ist sehr leicht zu dem Chlor- 
hydrat einer Säure aufspaltbar. Diese Amidomenthylsäure, wie 
sie der Kürze wegen genannt werden soll, besitzt die empirische 
Zusammensetzung Co His (NH2). CO: H. Sie ist in Wasser reichlich, 
in absolutem Alkohol sehr wenig lôslich und krystallisirt in 
schôünen, bei 194—195° unter Zersetzung schmelzenden Krystallen. 

Bei der Destillation giebt sie Wasser ab und verwandelt sich 
in ihr Anhydrid, das Menthonisoxim. 

Die Benzoylverbindung der Säure, Co His (NH CO C6 Hs) CO: H, 
schmilzt bei 127—128° und ist im Gegensatz zu der Muttersub- 
. stanz in Alkohol leicht lüslich. 

Beim Erwärmen mit Natriumnitrit setzt sich das Chlorhydrat 
der Amidosäure ziemlich glatt um, unter Bildung einer mit 
Wasserdämpfen flüchtigen ungesättigten Säure Ci1o His Où. 

Diese Säure siedet unter gewühnlichem Druck constant bei 
257—259, d — 0,92; «np — 14496 bei 20°. 

M = 49.62 (berechnet für Cio His Oz F — 49.44) 

Die Säure stimmt in ihren Eigenschaften also vollständig 
überein mit der von mir früher aus dem Menthonitril erhaltenen 
Menthonensäure (Ann d. Chem. 296, 121). Auch die Amide beider 
Verbindungen zeigen denselben Schmelzpunkt, nämlich 104—105°. 


d) Tetrahydrocarvon — Methyl(1)-Isopropyl(2)-Hexanon. 

Tetrahydrocarvoxim wurde in das bei 104° schmelzende Iso- 
xim übergeführt und dieses mit Salzsäure aufgespalten. Aus dem 
resultirenden Chlorhydrat wurde die freie Säure mit Hülfe von 
Silberoxyd isolirt. Die Amidosäure, welche selbstverständlich mit 
der aus Menthonisoxim dargestellten isomer ist, krystallisirt 
weniger gut als jene. Sie ist in kaltem Wasser nur schwer lüslich 
und krystallisirt aus Lüsungen, welche in der Siedhitze bercitet 
wurden, nur langsam aus. Der Schmelzpunkt der Säure liegt 
bei 201—202°. Bei dieser Temperatur tritt gleichzeitig Zer- 
setzung ein. 

Mit Natriumnitrit setzt sich diese Amidosäurc unter Bildung 
einer Decylensäure von folgenden Eigenschaften um: 

Siedepunkt: 257—260, d — 0,986, nn — 1,4544 bei 20°, 

M — 49.21 (berechnet für Cio His Os F = 49.44). 
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Dem Isoxim aus Tetrahydrocarvon kann nur eine der beiden 
folgenden Formeln zukommen : 


CH: CH: CH (CH) CH: CH: CH (CH) 


>> NH oder | 
CH (C3 H3) CH: CO CH (C3 Hr) CH NH 
zwischen denen noch zu entscheïiden bleibt. Hr. Fresenius setzt 
die Untersuchung der Verbindung fort. 


3) Heptacyklische Ketone. 


Suberon. 

Das Isoxim des Suberons ist eine gut krystallisirende, aber zer- 
ficfliche Verbindung, deren Chlorhrdrat jedoch luftbeständig ist. 
Letsteres liefert bei der hydrolytischen Spaltung ein gut krystalli- 
sirendes Salz einer Amido-Heptylsäüure. Die freie Säure krystalli- 
sirt auch gut und schmilzt bei 186—187°. Bei der Behandlung 
mit Natriumnitrit entsteht daraus eine Heptylensäure, C7 Hi Os, 
welche bei 2259—227° siedet, d — 0,952 np, — 1.4425bei 17°. 

M — 35.63 (berechnet für C7 His Os F — 35.61). 

Diese Heptylensäure konnte durch Oxydation in normale Adi- 
pinsäure vom Schmelzpunkt 148° übergeführt werden. Daraus 
folgt, daB die Säure (C1H:202) eine s-é-ungesättigte Säure der 
Formel CH: : CH CH: CH: CHe CH CO: H sein muB und es folgt 
weiter, daB die Amidosäure, aus der sie entstanden ist, cine £- 
Aunidosäure CH: (NH:) CH2 CHe CHe CHe CHe CO2 H sein dürfte und 
das Isosuberonoxim deren Anhydrid : 

CH:.CH2.CH2. CO 


| | 
CH:.CH.CH. NH. 


II. Neuc Synthesen in der Terpenreihe. 


Durch Reformatzky und Saytzeff ist eine synthetische 
Methode ausgebildet worden, Verbindungen, welche Ketonenartig 
gebundenen Sauerstofl enthalten, mit hologenisirten Säurcestern durch 
Vermittelung von metallischem Zink zu condensiren. Tiemann 
hat diese Methode neucrdings benutzt (Bcr. chem. Ges. 33, 63), 
um aus Iso-Methylheptenon eine isomere Geraniumsäure aufzubauen, 
nachdem Barbier und Bouveault die Geraninmsäure selbst synthe- 
tisch aus dem gewühnlichen Methylheptenon in der Weise ge- 
wonnen hatten, da sie das Keton mit Jodessigester und Zink con- 
densirten und der aus dem Condensationsprodukt abgeschiedenen 
Oxysäure Wasser entzogen. Tiemann zeïigte, da die Synthesen 
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besser verlaufen, wenn man statt von jodirten von bromirten 
Säureestern ausgeht. 

Das einfache und durchsichtige Prinzip dieser Methode ist 
nun noch nie auf cyklische Verbindungen übertragen worden, ob- 
gleich es gerade hier — falls anwendbar — die Darstellung einer 
grofen Reiïhe theoretisch interessanter Verbindungen ermôglichen 
würde. 

Ich habe mich daher mit Herrn Dr. v. Braun verbunden, um zu- 
nächst die Vorfrage zu lüsen, in wie weit für die fragliche Reaction 
cyklische Ketone sich überhaupt brauchbar erweisen würden. Es 
zeigte sich sehr bald, daf in vielen Füällen der Reactionsverlauf 
ein überraschend glatter ist. Wir haben darauf hin die Synthesen 
in systematischer Weise in Angriff genommen und beabsichtigen, 
dieselben mit Hülfe von Schülern nach verschiedenen Gesichts- 
punkten durchzufübren. 


Von den bisher érhaltenen Resultaten sollen nachstehend 
einige kurz mitgetheilt werden. 


Methylhexanolessigsäure. 

Gremeinsam mit Herrn I. Salkind habe ich die Einwirkung 
von Bromessigsäureaethylester und -methylester bei Gegenwart 
von Zink auf Methylhexanon studirt. 

Die Reaction verläuft unerwartet glatt in folgendem Sinne: 


CH: CH (CH3) CH CH: CH (CH) CH: 
RES | +CH:2BrCOR+Zn— | | / OZn Br 
CH: CH:3——CO CH: CHe2——C 
NCH CO: R 
CH: CH(CH3 CH 
/'0ZnBr CH: CH(CH3)CH: 
CH: CH2—C +SO041H2=-S04Zn+BrH+ | | / OH 
NCH: CO: R CH:' CH C 
NCHCO:R. 


Der Oxyaethylester, oder der Methylhexanol-Essigester, wie man 
die Verbindung auch nennen kann, siedet bei 21®" bei 127—1299, 
bei gewühnlichem Druck bei 254—256°. Er stellt eine dem Ben- 
zoesäurecster ähnlich ricchende Flüssigkeit vor. Von den physi- 
kalischen Constanten wurde ermittelt: 
d — 1.0035, np — 1.4581 bei 18°. 
M = 54.12 (berechnet für Ci1 Hio Os — 54.02) 

Der Ester ist sehr schwer verseifbar und erleidet dabei z. Th, 

hydrolytische Spaltung unter Bildung von Methylhexanol. Die zu- 
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gehôürige Säure ist flüssig und liefert ein schwer lôsliches Silber- 
salz. 

Geeignete wasserentziehende Mittel wirken auf den Oxyester 
Wasser abspaltend. Es entsteht dabei der Ester einer ungesättigten 
Säure. Je nach der Art der Wasserabspaltung mu dieser Ver- 
bindung cine der 3 folgenden Formeln zukommen 


I II 
CH: CH (CH3) CH _ CH: CH(CH3) CH2 
oder | 
CH: . CH . C. CH: C Os Ce Hs CH: .CH : C.CH:CO:C: Hs 
III 


CH: CH (CH3) CHe 
oder | 


A 
CH: . CH: . C: CH CO: Cs Hi. 


Der ungesättigte Ester siedet bei 23" zwischen 111—112°, bei 
gewühnlichem Druck zwischen 229—231°. Ferner wurde gefunden: 
d = 0.9555, nn — 1.46207. 

M = 52.08 (berechnet für C11 His Os F — 52.106). 

Bei der Verseifung des Esters entsteht gleichfalls eine flüssige 
Säure, welche ein gut krystallisirendes Amoniumsalz und ein schwer 
lüsliches Silbersalz liefert. 

Bei der Behandlung des Oxyesters mit Eisessig-Bromwasser- 
stoff wird Hydroxyl gegen Brom ausgetauscht. 


Bihydrocarveolessigsäure. 

Bei der Einwirkung von Zink auf ein molekulares Gemenge 
von Bihydrocarvon und Bromessigaethylester entsteht die Ver- 
bindung C10 Hi6 (OH) CH: CO: Ce Hi. 

Der Geruch dieses Esters erinnert an den des Cedernüls. Er 
siedet bei 17" zwischen 168°, bei ui Druck zwischen 
282—2880 d — 0.997 np — 1.47664. 

M — 67.44 (berechnet 67.98 für C14 Hz Os F) 

Die freie Bihydrocarveolessigsäure kann krystallisirt erhalten 
werden, ebenso deren Ammoniaksalz. Beide Verbindungen zersetzen 
sich bei der trockenen Destillation theilweise unter Koblensäure- 
abspaltung. Das dabei entstehende angenchm riechende Pro- 
duct siedet nach dem Trocknen über metallischem Natrium bei ctwa 
195°. Dic Verbindung scheint aus einem Kohlenwasserstoff zu be- 
stehen, der deshalb besonders Interesse beansprucht, weil ihm die 
Formel Ci1 His zukommen muB und er ein auf synthetischem Weg 
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gewonnenes hôheres Homologes des Limonen vorstellen würde, dessen 
Bildung man sich durch folgende Formeln veranschaulichen kann. 


CH: rs qe 
Ca KE OH C 
S ONU AN 
CH: CO CH2 C—CH2 CO: H CH: F CHs 
| 
br, CH bu, (re, —— CH: CH 
INRA NA ré 
CH CH CH 
CH: CH: 
f 4 4 
SS IPN à 
CH: CH: CHs 
Bihydrocarvon  Bihydrocarveolessigsäure Homo-Limonen 


Ob die Stelle der Doppelbindungen im Homo-Limonen die hier 
angenommene ist, muB allerdings noch durch besondere Versuche 
geprüft werden, mit denen Herr Thôülke beschäftigt ist. 


Thujol- und Isothujolessigsäure. 

Nach Versuchen, die Herr Dr. Leimbach auf meine Veran- 
lassung ausgeführt hat, lassen sich Thujon und Isothujon leicht 
mit Bromessigester condensiren. Die erhaltenen Ester geben bei 
der Verseifung Säuren, welche gut krystallisiren. 

Die Thujolessigsäure Cio Hi6(OH)CH2 CO: H schmilzt bei 
90—91°, ist in organischen Lôsungsmitteln leicht lôslich und kann 
aus einem Gemisch von Benzol und Petrolaether in schônen Kry- 
stallen erhalten werden. Die isomere Isothujolessigsäure 
ist in kaltem Alkohol schwer lôslich und krystallirt daraus in Kry- 
stallen die bei 168—170° unter Zersetzung schmelzen. 

Carvolessigsäure, auf entsprechendem Wege dargestellt, 
ist gleichfalls eine krystallisirende Verbindung. 

Suberolessigsäure wurde aus ihrem um 245° siedenden 
Methylester von Herrn van Beeckh bhergestellt. Die Säure 
hat besonderes Interesse, nicht nur weil sie isomer mit Methyl- 
hexanolessigsäure ist, sondern auch weil sie als hôhere Homologe 
der , Suberolglycolsäure‘ (Oxysuberansäure), anzusprechen ist, welche 
von Spiegel aus dem Suberoncyanhydrat gewonnen wurde (Annal. 
d. Chem. 211, 118), welche man aber auch als Suberolameisensäure 
bezeichnen kann. 

CH: CH: CH: CH2 CH: CH: 


| > C(OHC:H | C (OH) CH: CO: H 
ce cu cu, © (0) 00: déon'om 21080 C0 


Suberolameisensäure Suberolessigsäure. 
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Herr Dr. von Braun hat es übernommen einige mit den 
eben beschriebenen Essigsäure - Derivaten homologe Verbindungen 
zu bearbeiten, welche von theoretischen Gesichtspunkten aus ein 
besonderes Interesse besitzen und ist bisher zu folgenden Resul- 
taten gekommen: 

B-Methylhexanol-«-Propionsäareester 


CH: CH (CHs)CHs 
(0) 
| 
He —CH: —C 
CH(CH3) COs Ce Hs 


wurde aus Methylhexanon und «-Brompropionsäureester bei Gegen- 
wart von Zink dargestellt. Der Ester siedet bei 8"" zwischen 
128—130°. Bei der Verseifung des Esters mit alkoholischem 
Alkali findet eine theilweise hydrolytische Spaltung statt, unter 
Bildung von Methylhexanol, Metylhexanon und Propionsäure. Zum 
anderen Theiïl entsteht Methylhexanolpropionsäure, welche aber 
sogleich intramolecular Wasser abzuspalten scheint. 

B-Metylhexanon und Bromisobuttersäureester lassen 
sich gleichfalls condensiren. Neben dem erwarteten Oxy- 
ester treten immer die Producte auf, welche aus Methylhexanon 
durch Selbstcondensation entstehen. Der daneben entstehende 
Methylhexanolisobuttersäureester wird bei der Verseifung sebr 
leicht in Metylhexanon und Isobuttersäure gespalten. Dagegen 
gelingt es den Ester durch Behandlung mit Kaliumbisulfat in 
eine wasserärmere Verbindung überzuführen, welche bei 8m" bei 
116° siedet und vermutlich die Verbindung 

CH2 CH (CH3) CH 


| 
CH:—CH3—C—C(CH3)2. CO: Ce Hs 
oder 


CH: CH (CHs) CHe 


| 
CH CH — C—C(CH:)2 COs C2 Hs 
vorstellt. 


Dieser Ester lässt sich gut verscifen und giebt dabei cine 
Säure, welche, wie zu erwarten war, bei der Destillation unter 
gewühnlichem Druck Kohlensäure abspaltet, um cinen mit Menthen 
isomeren Kobhlenwasserstoff Cio His zu liefern, welcher als ein 
Repräsentant der Meta-Terpenreihe anzusprechen ist. 


Ueber das Verhältnis der Leitfähigkeiten der 
Metalle für Wärme und für Electricität. 


Von 
Eduard Riccke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Juli 1900. 


In der Theorie des Galvanismus und der Wärme, die ich der 
K. G. d. W. in der Sitzung vom 19. Februar 1898 vorgelegt habe, 
ist für das Verhältnis der Leitfähigkeiten der Metalle für Wärme 
und für Electricität der folgende Ausdruck gegeben : 


k_ _, uePP+aGNE 


3 T 
ES PANRE NE 


v°y URS 
me Di pic, 

> {1+401+3 («+30) Ti. 
Hier ist k die Leiïtfähigkeit für Wärme in mechanischem Maañ, 
v’y die galvanische Leitfähigkeit in elektrostatischem Maahe. 


Ferner ist die molekulare Geschwindigkeit der Ionen oder Elek- 
tronen : 


u— CNT.(1Hôt)yus = NT (+60) - 
Die molekularen Weglängen sind bei einer Temperatur von 0° C. 
gegeben durch % und %. Die Anzahlen der beweglichen positiven 
und negativen elektrischen Theïilchen sind: 
P = P,(1+04),N = N,(1+0). 

T'hezeichnet die absolate Temperatur, é die Temperatur in Graden 
Celsius. 

Drude hat in seiner im Wesentlichen auf denselben Grund- 


über das Verhältnis der Leitfähigkeiten der Metalle für Wärme etc. 951 
lagen ruhenden Theorie die Annahme hinzugefügt: 


tu,u, = fau = aT 
Hier ist « eine universelle Constante, deren Werth aus dem 
Gasgesetz bestimmt werden kann. 

Benützt man diese Annahme, um den von mir gefundenen 
Ausdruck zu vereinfachen, so ergiebt sich; wenn man zugleich 
ë, — €, —= € setzt: 

k 

vy 
Diese Gleichung unterscheidet sich von der Drude’schen durch den 
Zabhlenfaktor, der bei Drude gleich $# ist. 

Die Verschiedenheit ist wohl dadurch bedingt, da8 Drude 
StôBe der Ionen unter sich berücksichtigt, während ich selbst 
nur StôBe gegen ruhende ponderable Theïlchen betrachte. Ferner 
tritt bei mir von vornherein eine Temperaturkorrektion auf, die 
Drude erst später einführt. 

Nach dem Gasgesetz ist 


= po T}. 


« — iuh, 
und daher: ; 2 
A 
v°y = 8 à À T(1+30'T). 


Den numerischen Werth des auf der rechten Seite stehenden 
Faktors kann man nach einer zucrst von Reinganum gemachten 
Bemerkung bestimmen mit Hülfe der molekularen Geschwindigkeit 
der Wasserstoffionen und des Werthes, den bei ihnen das Ver- 


hältniB e/u besitzt. Es ist für dieselben: 
R = 88 x 10°, , = 0,29 >< 10%. 


Somit ergiebt sich: 
_ >< 10 = 0,00276 T(1 +3 0'T). 


Setzt man der Theorie entsprechend allgemein: 
k 10 ee ! 
FA 10° = LT(1+$0'T), 


so kann man aus den Beobachtungen von Jäger und Diesselhorst 
die Constanten ZL und 0’ berechnen. Man erhält dann die in der 
folgenden Tabelle zusammengestellten Werthe. 


1 0) 
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0'.10° L 0’.10° L 
Al 715  0.00180 Sn — 356 0.008302 
Cu II 226 0.00243 PT 1065  0.00238 
Cu III 245  0.00244 Pd 1153 0.00234 
Ag 74  0.00258 Fe I 675 0.002738 
Au —125  0.00284 Fe II 792  0.00276 
Ni 208  0.00256 Bi —1590 0.00540 
Zn 134  0.00249 Rotguss  — 291 0.003806 
Cd O0  0.00269 Constantan —1086 0.00532 


Pb 326  0.00250 

Im Mittel aus sämtlichen Werthen ist L — 0,00290. Läft 
man die exstremen Werthe von Al, Bi, Constantan weg, so wird 
der Mittelwerth Z — 0,00263. Der aus meiner Thevrie folgende 
Werth von L ist gleich 0,00276; die Theorie von Drude giebt 
L'= 0,00245, 


Mathematische Probleme. 


Vortrag, gehalten auf dem internationalen Mathematiker-Kongref 
zu Paris 1900. 


Von 
D. Hilbert. 


Wer von uns würde nicht gern den Schleier lüften, unter dem 
die Zukunft verborgen liegt, um einen Blick zu werfen auf die 
bevorstehenden Fortschritte unsrer Wissenschaft und in die (e- 
heimnisse ihrer Entwickelung während der künftigen Jahrhun- 
derte! Welche besonderen Ziele werden es sein, denen die füh- 
renden mathematischen Geister der kommenden Geschlechter nach- 
streben? welche neuen Methoden und neuen Thatsachen werden 
die neuen Jahrhunderte entdecken — auf dem weiten und reichen 
Felde mathematischen Denkens ? 

Die Geschichte lehrt die Stetigkeit der Entwickelung der 
Wissenschaft. Wir wissen, da jedes Zeitalter eigene Probleme 
hat, die das kommende Zeitalter lüst oder als unfruchtbar zur 
Seite schiebt und durch neue Probleme ersetzt. Wollen wir eine 
Vorstellung gewinnen von der muthmañlichen Entwickelung mathe- 
matischen Wissens in der nächsten Zukunft, so müssen wir die 
offenen Fragen vor unserem Geïiste passiren lassen und die Pro- 
bleme überschauen, welche die gegenwärtige Wissenschaft stellt, 
und deren Lüsung wir von der Zukunft erwarten. Zu ciner sol- 
chen Musterung der Probleme scheint mir der heutige Tag, der an 
der Jahrhundertwende liegt, wohl gecignet; denn die grofBen Zeit- 
abschnitte fordern uns nicht blos auf zu Rückblicken in die Ver- 
gangenheit, sondern sie lenken unsere Gedanken auch auf das un- 
bekannte Bevorstehende. 

Die hohe Bedeutung bestimmter Probleme für den Fortschritt 
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der mathematischen Wissenschaft im Allgemeinen und die wich- 
tige Rolle, die sie bei der Arbeit des einzelnen Forschers spielen, 
ist unleugbar. Solange ein Wissenszweig UeberfluB an Problemen 
bietet, ist er lebenskräftig; Mangel an Problemen bedeutet Ab- 
sterben oder Aufhôren der selbstständigen Entwickelung. Wie 
überhanpt jedes menschliche Unternehmen Ziele verfolgt, so braucht 
die mathematische Forschung Probleme. Durch die Lôsung von 
Problemen stählt sich die Kraft des Forschers; er findet neue 
Methoden und Ausblicke, er gewinnt einen weiteren und freieren 
Horizont. 

Es ist schwierig und oft unmôüglich, den Wert eines Problems 
im Voraus richtig zu beurteilen; denn schliefilich entscheidet der 
Gewinn, den die Wissenschaft dem Problem verdankt. Dennoch 
kônnen wir fragen, ob es allgemeine Merkmale giebt, die ein 
gutes mathematisches Problem kennzeichnen. 

Ein alter franzôsischer Mathematiker hat gesagt: Eine mathe- 
matische Theorie ist nicht eher als vollkommen anzusehen, als bis 
du sie so klar gemacht hast, daB du sie dem ersten Manne er- 
klären kônntest, den du auf der Strafe triffst. Diese Klarheït 
und leichte Faflichkeit, wie sie hier so drastisch für eine mathe- 
matische Theorie verlangt wird, môchte ich viel mehr von einem 
mathematischen Problem fordern, wenn dasselbe vollkommen sein 
soll; denn das Klare und leicht Fafliche zieht uns an, das Ver- 
wickelte schreckt uns ab. | 

Ein mathematisches Problem sei ferner schwierig, damit es 
uns reizt, und dennoch nicht vüllig unzugänglich, damit es unserer 
Anstrengung nicht spotte; es sei uns ein Wahrzeichen auf den 
verschlungenen Pfaden zu verborgenen Wahrheiten — uns her- 
nach lohnend mit der Freude über die gelungene Lüsung. 

Die Mathematiker früherer Jahrhunderte pflegten sich mit 
leidenschaftlichem Eifer der Lüsung einzelner schwieriger Pro- 
bleme hinzugeben; sie kannten den Wert schwieriger Probleme. 
Ich erinnere nur an das von Johann Bernoulli gestellte Pro- 
blem der Linie des schnellsten Fualles. Die Erfahrung zeige, so 
fübrt Bernoulli in der üffentlichen Ankündigung dieses Problems 
aus, da edle Geister zur Arbeit an der Vermehrung des Wissens 
durch nichts mehr angetrieben werden, als wenn man ihnen 
schwierige und zugleich nützliche Aufgaben vorlege, und so hoffe 
er sich den Dank der mathematischen Welt zu verdienen, wenn 
er nach dem Beispiele von Männern, wie Mersenne, Pascal, 
Fermat, Viviani und anderen, welche vor ihm dasselbe thaten, 
den ausgezeichneten Analysten seiner Zeit eine Aufgabe vorlege, 
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damit sie daran wie an einem Prüfsteine die Güte ihrer Methoden 
beurtheilen und ihre Kräfte messen kônnten. Dem genannten 
Problem von Bernoulli und ähnlichen Problemen verdankt die 
Variationsrechnung ihren Ursprung. 

Fermat hatte bekanntlich behauptet, daf die Diophan- 
tische Gleichung — auBer in gewissen selbstverständlichen Fällen — 


C'+Y" = €" 


in ganzen Zahlen x, y, 2 unlôsbar sei; das Problem, diese Unmüg- 
lichkeit nachzuweisen, bietet ein schlagendes Beispiel dafür, wie 
fôürdernd ein sehr specielles und scheinbar unbedeutendes Problem 
auf die Wissenschaft einwirken kann. Denn durch die Fermatsche 
Aufgabe angeregt, gelangte Kummer zu der Einführung der 
idealen Zahlen und zur Entdeckung des Satzes von der ein- 
deutigen Zerlegung der Zahlen eines Kreiskôrpers in ideale Prim- 
faktoren — eines Satzes, der heute in der ihm durch Dedekind 
und Kronecker erteilten Verallgemeinerung auf beliebige al- 
gebraische Zahlbereiche im Mittelpunkte der modernen Zahlen- 
theorie steht, und dessen Bedeutung weit über die Grenzen der 
Zahlentheorie hinaus in das Gebiet der Algebra und der Funk- 
tionentheorie reicht. 

Um von einem ganz anderen Forschungsgebiete zu reden, so 
erinnere ich an das Dreikôrperproblem. Dem Umstande, daf 
Poincaré es unternahm, dieses schwierige Problem erneut zu 
behandeln und der Lôüsung näüher zu führen, verdanken wir die 
fruchtbaren Methoden und die weittragenden Principien, die dieser 
Gelehrte der himmlischen Mechanik erschlossen hat und die heute 
auch der praktische Astronom anerkennt und anwendet. 

Die beiden vorhingenannten Probleme, das Fermatsche Pro- 
blem und das Dreikôrperproblem, erscheinen uns im Vorrath der 
Probleme fast wie entgegengesetzte Pole: das erstere eine freie 
Erfindung des reinen Verstandes, der Region der abstrakten 
Zahlentheorie angehôrig; das andere uns von der Astronomie auf- 
gezwungen und nothwendig zur Erkenntnis einfachster fundamen- 
taler Naturphänomene. 

Aber oftmals trifft es sich auch, daB das nämliche spe- 
cielle Problem in die verschiedenartigsten Disciplinen mathema- 
tischen Wissens eingreift. So spielt das Zroblem der kürzc- 
sten Linie zugleich in den Grundlagen der Geometrie, in der 
Theorie der krummen Laänien und Flächen, in der Mechanik 
und in der Variationsrechnung eine wichtige historische und prin- 
cipielle Rolle, Und wie überzeugend hat F. Klein in seinem 


1:7,* 


256 D. Hilbert, 


Buche über das Ikosaeder die Bedeutung geschildert, die dem Pro- 
blem der regulüren Polyeder in der Elementargeometrie, in der 
Gruppen- und Gleichungstheorie und in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen zukommt. 

Um die Wichtigkeit bestimmter Probleme in’s Licht zu setzen, 
darf ich auch auf Weierstrass hinweisen, der es als eine 
glückliche Fügung bezeichnete, daf er zu Beginn seiner wissen- 
schaftlichen Laufbahn ein so bedeutendes Problem vorfand, wie es 
das J'acobische Umkchrproblem war, an dessen Bearbeitung er 
sich machen konnte. 

Nachdem wir uns die allgemeine Bedeutung der Prôbleme 
in der Mathematik vor Augen geführt haben, wenden wir uns zu 
der Frage, aus welchen Quellen die Mathematik ihre Probleme 
schôpft. Sicherlich stammen die ersten und ältesten Probleme in 
jedem mathematischen Wissenszweige aus der Erfahrung und sind 
durch die Welt der äuBeren Erscheinungen angeregt worden. 
Selbst die Regeln des Zechnens mit ganzen Zahlen sind auf 
einer niederen Kulturstufe der Menschheit wohl in dieser Weiïse 
entdeckt worden, wie ja auch heute noch das Kind die Anwen- 
dung dieser (esetze nach der empirischen Methode erlernt. Das 
Gleiche gilt von den ersten Problemen der Gcometrie: den aus 
dem Alterthum überlicferten Problemen der Kubusverdoppelung, 
der Quadratur des Kreises und den ältesten Problemen aus der 
Theorie der Auflôsung numerischer (Gleichungen, aus der Curven- 
lehre und der Differential- und Integralrechnung, aus der Va- 
riationsrechnung, der Theorie der Fourierschen Reiïhen und der 
Potentialtheorie — gar nicht zu reden von der weiteren reichen 
Fülle der eigentlichen Probleme aus der Mechanik, Astronomie und 
Physik. 

Bei der Weiterentwickelung einer mathematischen Disciplin 
wird sich jedoch der menschliche Geist, ermuthigt durch das Ge- 
lingen der Lüsungen, seiner Selbstständigkeit bewuñit; er schafft 
aus sich selbst heraus oft ohne erkennbare äuBere Anregung 
allein durch logisches Combiniren, durch Verallgemeinern, Speciali- 
siren, durch Trennen und Sammeln der Begriffe in glücklich- 
ster Weise neue und fruchthare Probleme und tritt dann selbst 
als der eigentliche Frager in den Vordergrund. So entstanden 
das Primezahlproblem und die übrigen Probleme der Arithmetik, 
die Galoissche Gleichungstheorie, die Theorie der algebrai- 
schen Invarianten, die Thcorie der Abcelschen und automorphen 
Funktionen und so entstehen überhaupt fast alle feincren Fragen 
der modernen Zuhlen- und Funktionentheorie. 
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Inzwischen, während die Schaffenskraft des reinen Denkens 
wirkt, kommt auch wieder von neuem die AuBenwelt zur Geltung, 
zwingt uns durch die wirklichen Erscheinungen neue Fragen auf, 
erschlieft neue mathematische Wissensgebiete and, indem wir diese 
neuen Wissensgebiete für das Reich des reinen Denkens zu er- 
werben suchen, finden wir häufig die Antworten auf alte un- 
gelüste Probleme und fôrdern so zugleich am besten die alten 
Theorien. Auf diesem stets sich wiederholenden und wechselnden 
Spiel zwischen Denken und Erfahrung beruhen, wie mir scheint, 
die zahlreichen und überraschenden Analogieen und jene scheinbar 
praestabilirte Harmonie, welche der Mathematiker so oft in den 
Fragestellungen, Methoden und Begriffen verschiedener Wissens- 
gebiete wahrnimmt. 

Wir erôrtern noch kurz, welche berechtigten allgemeinen 
Forderungen an die Lüsung eines mathematischen Problems zu 
stellen sind: ich meine vor Allem die, daf es gelingt, die Richtig- 
keit der Antwort durch eine endliche Anzahl von Schlüssen darzu- 
thun und zwar auf Grund einer endlichen Anzahl von Voraussetzun- 
gen, welche in der Problemstellung liegen und die jedesmal genau 
zu formuliren sind. Diese Forderung der logischen Deduktion 
mittelst einer endlichen Anzabl von Schlüssen ist nichts anderes als 
die Forderung der Strenge in der Beweisführung. In der That die 
Forderung der Strenge, die in der Mathematik bekanntlich von 
sprichwürtlicher Bedeutung geworden ist, entspricht einem allge- 
meinen philosophischen Bedürfnis unseres Verstandes und anderer- 
seits kommt durch ihre Erfüllung allein erst der gedankliche In- 
halt und die Fruchtbarkeit des Problems zur vollen (eltung. Ein 
neues Problem, zumal, wenn es aus der äufBeren Erscheinungswelt 
stammt, ist wie ein junges Reis, welches nur gedeiht und Früchte 
trägt, wenn es auf den alten Stamm, den sicheren Besitzstand 
unseres mathematischen Wissens, sorgfältig und nach den strengen 
Kunstregeln des Gärtners aufgepfropft wird. 

Zudem ist es ein Irrtum zu glauben, daB die Strenge in der 
Beweisführung die Feindin der Einfachheit wäre. An zahlreichen 
Beispielen finden wir im (Gegenteil bestätigt, da die strenge Me= 
thode auch zugleich die einfachere und leichter fafliche ist. Das 
Streben nach Strenge zwingt uns eben zur Auffindung einfa= 
cherer SchluBweisen; auch bahnt es uns häufig den Weg zu Me» 
thoden, die entwickelungsfähiger sind als die alten Methoden 
von geringerer Strenge. So erfuhr die Theorie der algebraischen 
Curven durch die strengere funktionentheoretische Methode und 
die folgerichtige Einführung transcendenter Hilfsmittel eine er- 

Egl. Ges. d, Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1900. Heft 8, 19 
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hebliche Vereinfachung und grôBere Einheitlichkeit. Der Nach- 
weis ferner, daf die Potenzreihe die Anwendung der vier ele- 
mentaren Rechnungsarten, sowie das gliedweise Differentiiren 
und Integriren gestattet und die darauf beruhende Erkennt- 
nis der Bedeutung der Potenzreihe, trug erheblich zur Verein- 
fachung der gesamten Analysis, insbesondere der Theorie der 
Elimination und der Theorie der Differentialgleichungen sowie der 
in derselben zu führenden Existenzbeweise bei. Das schlagendste 
Beispiel aber für meine Behauptung ist die Variationsrechnung. 
Die Behandlung der ersten und zweïiten Variation bestimmter 
Integrale brachte zum Teil äuferst complicirte Rechnungen mit 
sich und die betreffenden Entwickelungen der alten Mathematiker 
entbehrten der erforderlichen Strenge. Weierstrass zeigte uns 
den Weg zu einer neuen und sicheren Begründung der Variations- 
rechnung. An dem Beispiel des einfachen Integrals und des 
Doppelintegrals werde ich zum Schluf meines Vortrages kurz an- 
deuten, wie die Verfolgung dieses Weges zugleich eine überra- 
schende Vereinfachung der Variationsrechnung mit sich bringt, 
indem zum Nachweis der notwendigen und hinreichenden Crite- 
rien für das Eintreten eines Maximums und Minimums die Be- 
rechnung der zweiten Variation und zum Teil sogar die müh- 
samen an die erste Variation anknüpfenden Schlüsse vüllig ent- 
bebrlich werden — gar nicht zu reden von dem Fortschritte, der 
in der Aufhebung der Beschränkung auf solche Variationen liegt, 
für die die Differentialquotienten der Funktionen nur wenig va- 
riiren. 

Wenn ich die Strenge in den Beweisen als Erfordernif 
für eine vollkommene ZLüsung eines Problems bhinstelle, so 
môchte ich andererseits zugleich die Meinung widerlegen, als 
seien etwa nur die Begriffe der Analysis oder gar nur diejenigen 
der Arithmetik der vüllig strengen Behandlung fähig. Eine solche 
bisweilen von hervorragenden Seiten vertretene Meinung halte 
ich für durchaus irrig; eine so einseitige Auslegung der Forde- 
rung der Strenge führt bald zu einer Ignorirung aller aus der 
Geometric, Mechanik und Physik stammenden Begriffe, zu einer 
Unterbindung des Zuflusses von neuem Material aus der Aufen- 
welt und schlicflich sogar in letzter Consequenz zu einer Ver- 
werfung der Begriffe des Continuums und der Irrationalzahl. 
Welch’ wichtiger Lebcnsnerv aber würde der Mathematik abge- 
schnitten durch eine Exstirpation der Geometrie und der mathe- 
matischen Physik? Ich meine im Gegenteil, wo immer von er- 
kenntnistheoretischer Seite oder in der Geometrie oder aus den 
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Theorien der Naturwissenschaft mathematische Begriffe auftauchen, 
erwächst der Mathematik die Aufgabe, die diesen Begriffen zu 
Grunde liegenden Principien zu erforschen und dieselben durch ein 
einfaches und vollständiges System von Axiomen derart festzu- 
legen, daf die Schärfe der neuen Begriffe und ihre Verwendbar- 
keit zur Deduktion den alten arithmetischen Begriffen in keiner 
Hinsicht nachsteht. 

Zu den neuen Begriffen gehüren notwendig auch neue Zeichen; 
diese wählen wir derart, daB sie uns an die Erscheinungen er- 
innern, die der AnlaB waren zur Bildung der neuen Begriffe. 
So sind die geometrischen Figuren Zeichen für die Erinnerungs- 
bilder der räumlichen Anschauung und finden als solche bei allen 
Mathematikern Verwendung. Wer benutzt nicht stets zugleich 
mit der Doppelungleichung a > bc für drei Grüfen a, b, c das 
Bild dreïer hintereinander auf einer Geraden liewenden Punkte 
als das geometrische Zeichen des Begriffes ,zwischen“. Wer be- 
dient sich nicht der Zeichnung in einander gelagerter Strecken und 
Rechtecke, wenn es gilt einen schwierigen Satz über die Stetigkeit 
von Funktionen oder die Existenz von Verdichtungsstellen in 
voller Strenge zu beweisen. Wer künnte ohne die Figur des 
Dreiïecks, des Kreises mit seinem Mittelpunkt, wer ohne das Kreuz 
dreier zueinander senkrechter Achsen auskommen? oder wer wollte 
auf die Vorstellung des Vektorfeldes oder das Bild einer Curven- 
und Flächenschaar mit ihrer Enveloppe verzichten, das in der 
Differentialgeometrie, in der Theorie der Differentialgleichungen, 
in der Begründung der Variationsrechnung und anderer rein 
mathematischer Wissenszweige eine so wichtige Rolle spielt? 

Die arithmetischen Zeichen sind geschriebene Figuren und 
die geometrischen Figuren sind gezeichnete Formeln, und kein 
Mathematiker künnte diese gezeichneten Formeln entbehren, so 
wenig wie ibm beim Rechnen etwa das Formiren und Auflüsen 
der Klammern oder die Verwendung anderer analytischer Zeichen 
entbehrlich sind. | 

Die Anwendung der geometrischen Zeichen als strenges Be- 
weismittel setzt die genaue Kenntni8 und vüllige Beherrschung 
der Axiome voraus, die jenen Figuren zu Grunde liegen, und da- 
mit diese geometrischen Figuren dem allgemeinen Schatze mathc- 
matischer Zeichen cinverleibt werden dürfen, ist daher eine strenge 
axiomatische Untersuchung ihres anschauungsmäfigen Inhaltes not- 
wendig. Wie man beim Addiren zwcier Zahlen die Ziffern nicht 
unrichtig untereinandersetzen darf, sondern vielmehr erst dic 
Rechnungsregeln d. h. die Axiome der Arithmetik das richtige 
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Operiren mit den Ziffern bestimmen, so wird das Operiren mit 
den geometrischen Zeichen durch die Axiome der Spa ee 
Begriffe und deren Verknüpfung bestimmt. 

Die Uebereinstimmung zwischen geometrischem did arithme- 
tischem Denken zeigt sich auch darin, da8 wir bei arithmetischen 
Forschungen ebensowenig wie bei geometrischen Betrachtungen in 
jedem Augenblicke die Kette der Denkoperationen bis auf die 
Axiome hin verfolgen; vielmehr wenden wir, zumal bei der er- 
sten Inangriffnahme eines Problems, in der Arithmetik genau wie 
in der Geometrie zunächst ein rasches, unbewuñites, nicht definitiv 
sicheres Combiniren an, im Vertrauen auf ein gewisses arithme- 
tisches Gefühl für die Wirkungsweïise der arithmetischen Zeichen, 
ohne welches wir in der Arithmetik ebensowenig vorwärts kom- 
men würden, wie in der Geometrie ohne die geometrische Ein- 
bildungskraft. Als Muster einer mit geometrischen Begriffen und 
Zeichen in strenger Weïise operirenden arithmetischen Theorie 
nenne ich das Werk von Minkowski') ,Geometrie der Zahlen.“ 

Es môgen noch einige Bemerkungen über die Schwierigkeiten, 
die mathematische Probleme bieten kônnen und die Ueberwin- 
dung solcher Schwierigkeiten Platz finden. 

Wenn uns die Beantwortung eines mathematischen Problems 
nicht gelingen will, so liegt häufig der Grund darin, da8 wir noch 
nicht den allgemeineren Gesichtspunkt erkannt haben, von dem 
aus das vorgelegte Problem nur als einzelnes Glied einer Kette 
verwandter Probleme erscheint. Nach Auffindung dieses Gesichts- 
punktes wird häufig nicht nur das vorgelegte Problem unserer 
Erforschung zugänglicher, sondern wir gelangen so zugleich in 
den Besitz einer Methode, die auf die verwandten Probleme an- 
wendbar ist. Als Beispiel diene die Einführung complexer Inte- 
grationswege in der Theorie der bestimmten Integrale durch 
Cauchy und die Aufstellung des Idealbegriffes in der Zahlen- 
theorie durch Kummer. Dieser Weg zur Auffindung allge- 
meiner Methoden ist gewiB der gangbarste und sicherste; denn 
wer, ohne ein bestimmtes Problem vor Auge zu haben, nach 
Methoden sucht, dessen Suchen ist meist vergeblich. 

Eine noch wichtigere Rolle als das Verallgemeinern spielt 
— wie ich glaube — bei der Beschäftigung mit mathematischen 
Problemen das Specialisiren. Vielleicht in den meisten Fällen, 
wo wir die Antwort auf eine Frage vergeblich suchen, liegt die 
Ursache des Miflingens darin, da wir einfachere und leichtere 
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Probleme als das vorgelegte noch nicht oder noch unvollkommen 
erledigt haben. Es kommt dann Alles darauf an, diese leichteren 
Probleme aufzufinden und ibhre Lüsung mit môglichst vollkommenen 
Hülfsmitteln und durch verallgemeinerungsfähige Begriffe zu be- 
werkstelligen. Diese Vorschrift ist einer der wichtigsten Hebel 
zur Ueberwindung mathematischer Schwierigkeiten und es scheint 
mir, daf man sich dieses Hebels meistens — wenn auch unbe- 
wuBt — bedient. 

Mitunter kommt es vor, daB wir die Beantwortung unter un- 
genügenden Voraussetzungen oder in unrichtigem Sinne erstreben 
und in Folge dessen nicht zum Ziele gelangen. Es entsteht dann 
die Aufgabe, die Unmüglichkeit der Lôsung des Problems unter 
den gegebenen Voraussetzungen und in dem verlangten Sinne 
nachzuweisen. Solche Unmôüglichkeitsbeweise wurden schon von 
den Alten geführt, indem sie z. B. zeigten, daB die Hypotenuse 
eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks zur Kathete in 
einem irrationalen Verhältnisse steht. In der neueren Mathe- 
matik spielt die Frage nach der Unmôglichkeit gewisser Lôüsungen 
eine hervorragende Rolle und wir nehmen so gewahr, daB alte 
schwierige Probleme wie der Beweis des Parallelenaxioms, die 
Quadratur des Kreises oder die Auflôsung der Gleichungen 5t 
Grades durch Wurzelziehen, wenn auch in anderem als dem ur- 
sprünglich gemeinten Sinne, dennoch eine vôllig befriedigende und 
strenge Lôsung gefunden haben. 

Diese merkwürdige Thatsache neben anderen philosophischen 
Gründen ist es wohl, welche in uns eine Ueberzeugung entstehen läfit, 
die jeder Mathematiker gewiB teilt, die aber bis jetzt wenigstens 
niemand durch Beweiïse gestützt hat — ich meine die Ueberzeugung, 
daB ein jedes bestimmte mathematische Problem einer strengen 
Erledigung notwendig fähig sein müsse, sei es, daf es gelingt, die 
Beantwortung der gestellten Frage zu geben, sei es, daB die Un- 
môglichkeit seiner Lüsung und damit die Notwendigkeit des Mif- 
lingens aller Versuche dargethan wird. Man lege sich irgend ein 
bestimmtes ungelüstes Problem vor, etwa die Frage nach der 
Irrationalität der Euler-Mascheronischen Constanten C oder 
die Frage, ob es unendlich viele Primzahlen von der Form 2"+1 
gicbt. So unzugänglich diese Probleme uns crscheinen und so rat- 
los wir zur Zeit ihnen gegenüber steben — wir haben dennoch 
die sichere Ueberzeugung, da8 ihre Lüsung durch eine endliche 
Anzahl rein logischer Schlüsse gelingen muf. 

Ist dieses Axiom von der Lüsbarkeit eines jeden Problems 
eine dem mathematischen Denken allein charakteristische Eigen- 
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tümlichkeit oder ist es vielleicht ein allgemeines dem inneren 
Wesen unseres Verstandes anhaftendes Gesetz, daB alle Fragen, 
die er stellt, auch durch ïhn einer Beantwortung fähig sind? 
Trifft man doch auch in anderen Wissenschaften alte Probleme 
an, die durch den Beweis der Unmüglichkeit in der befriedigend- 
sten Weise und zum hôüchsten Nutzen der Wissenschaft er- 
ledigt worden sind. Ich erinnere an das Problem des Perpetuum 
mobile. Nach den vergeblichen Versuchen der Construktion eines 
Perpetuum mobile forschte man vielmehr nach den Beziehungen, 
die zwischen den Naturkräften bestehen müssen, wenn ein Per- 
petuum mobile unmôglich sein soll'), und diese umgekebrte Frage- 
stellung führte auf die Entdeckung des Gresetzes von der Erhal- 
tung der Energie, das seinerseits die Unmüglichkeit des Perpe- 
tuum mobile in dem ursprünglich verlangten Sinne erklärt. 

Diese Ueberzeugung von der Lôüsbarkeit eines jeden mathe- 
matischen Problems ist uns ein kräftiger Ansporn während der 
Arbeit; wir hôren in uns den steten Zuruf: Da ist das Pro- 
blem, suche die Lüsung. Du kannst sie durch reines 
Denken finden; denn in der Mathematik giebt es 
kein Ignorabimus! 


Unermeñlich ist die Fülle von Problemen in der Mathematik, 
und sobald ein Problem gelüst ist, tauchen an dessen Stelle zahl- 
lose neue Probleme auf. (Gestatten Sie mir im Folgenden, gleich- 
sam zur Probe, aus verschiedenen mathematischen Disciplinen ein- 
zelne bestimmte Probleme zu nennen, von deren Behandlung eine 
Fôürderung der Wissenschaft sich erwarten läft. 

Ueberblicken wir die Principien der Analysis und der Geo- 
metrie. Die anregendsten und bedeutendsten Ereignisse des letzten 
Jahrhunderts sind auf diesem Gebiete, wie mir scheint, die arith- 
metische Erfassung des Begriffs des Continuums in den Arbeiten 
von Cauchy, Bolzano, Cantor und die Entdeckung der 
Nicht-Euklidischen Geometrie durch Gauss, Bolyai, Lo- 
batschefskiy. Ich lenke daher zunächst Ihre Aufmerksamkeit 
auf einige diesen Gebieten angehürenden Probleme. 


1) Vgl. IHelmholtz, Ueber die Wechselwirkung der Naturkräfte und die 
darauf bezüglichen neucsten Ermittelungen der Physik. Vortrag, gchalten in 
Künigsberg 1854. 
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1. Cantors Problem von der Mächtigkeit des Continuums. 


Zwei Systeme, d.h. zwei Mengen von gewôhnlichen reellen 
Zahlen (oder Punkten) heïfien nach Cantor acquivalent oder von 
gleicher Mächtigkeit, wenn sie zu einander in eine derartige Be- 
ziehung gebracht werden künnen, da einer jeden Zahl der einen 
Menge eine und nur eine bestimmte Zahl der anderen Menge ent- 
spricht. Die Untersuchungen von Cantor über solche Punkt- 
mengen machen einen Satz sehr wahrscheinlich, dessen Beweis je- 
doch trotz eïfrigster Bemühungen bisher noch Niemanden gelungen 
ist; dieser Satz lautct: 

Jedes System von unendlich vielen reellen Zahlen d. h. jede 
unendliche Zahlen- (oder Punkt)menge ist entweder der Menge der 
ganzen natürlichen Zahlen 1, 2, 3, ... oder der Menge sämmt- 
licher reellen Zahlen und mithin dem Continuum, d.h. etwa den 
Punkten einer Strecke aequivalent; im Sinne der Acequivalenz giebt 
es hiernach nur zwei NE die abzällbare Menge und das 
Continuum. 

Aus diesem Satz würde zugleich folgen, daf das Continuum 
die nächste Mächtigkeit über die Mächtigkeit der abzählbaren 
Mengen hinaus bildet; der Beweis dieses Satzes würde mithin 
eine neue Brücke schlagen zwischen der abzählbaren Menge und 
dem Continuum. 

Es sei noch eine andere sehr merkwürdige Behauptung Can- 
tors erwähnt, die mit dem genannten Satze in engstem Zu- 
sammenhange steht und die vielleicht den Schlüssel zum Beweise 
dieses Satzes licfert. Irgend cin System von reellen Zablen heifit 
geordnet, wenn von irgend zwei Zahlen des Systems fest- 
gesetzt ist, welches die frühere und welches die spätere sein 
soll, und dabei diese Festsetzung cine derartige ist, daB, wenn 
eine Zahl a früher als die Zahl b und à früher als € ist, so auch 
stets a früher als c erscheint. Die natürliche Anordnung der 
Zahlen eines Systems heie diejenige, bei der dic kleinere als die 
frühere, dic grüBere als die spätere festgesetzt wird. Es giebt 
aber, wic leicht zu sehen ist, noch unendlich viele andere Arten, 
wie man die Zahlen eines Systems ordnen kann. 

Wenn wir cine bestimmte Ordnung der Zahlen ins Ange fassen 
und aus denselben irgend ein hesonderes System dicser Zahlen, 
ein sogenanntes Teilsystem oder eine Teilmenge, heransgreifen, so 
erscheint diese Teilmenge chenfalls geordnet. Cantor betrachtet 
nun cine besondere Art von geordneten Mengen, die er als wohl- 
geordnete Mengen bezeichnet und die dadurch charakterisirt sind, 
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daB nicht nur in der Menge selbst, sondern auch in jeder Teil- 
menge eine früheste Zahl existirt. Das System der ganzen Zahlen 
1, 2, 8, ... in dieser seiner natürlichen Ordnung ist offenbar eine 
wohlgeordnete Menge. Dagegen ist das System aller reellen Zahlen, 
d. h. das Continuum in seiner natürlichen Ordnung offenbar nicht 
wohlgeordnet. Denn, wenn wir als Teilmenge die Punkte einer 
endlichen Strecke mit Ausnahme des Anfangspunktes der Strecke 
ins Auge fassen, so besitzt diese Teilmenge jedenfalls kein frü- 
hestes Element. Es erhebt sich nun die Frage, ob sich die Ge- 
samtheit aller Zahlen nicht in anderer Weïise so ordnen läfit, da 
jede Teilmenge ein frühestes Element hat, d. h. ob das Continuum 
auch als wohlgeordnete Menge aufgefafñt werden kann, was 
Cantor bejahen zu müssen glaubt. Es erscheint mir hôchst 
wünschenswert, einen direkten Beweis dieser merkwürdigen Behaup- 
tung von Cantor zu gewinnen, etwa durch wirkliche Angabe 
einer solchen Ordnung der Zahlen, bei welcher in jedem Teilsy- 
stem eine früheste Zahl aufgewiesen werden kann. 


2. Die Widerspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome. 


Wenn es sich darum handelt, die Grundlagen einer Wissen- 
schaft zu untersuchen, so hat man ein System von Axiomen auf- 
zustellen, welche eine genaue und vollständige Beschreibung der- 
jenigen Beziehungen enthalten, die zwischen den elementaren Be- 
griffen jener Wissenschaft stattfinden. Die aufgestellten Axiome 
sind zugleich die Definitionen jener elementaren Begriffe und jede 
Aussage innerhalb des Bereiches der Wissenschaft, deren Grund- 
lagen wir prüfen, gilt uns nur dann als richtig, falls sie sich 
mittelst einer endlichen Anzahl logischer Schliüsse aus den aufge- 
stellten Axiomen ableiten läfit. Bei näherer Betrachtung entsteht 
die Frage, ob ctwa gewisse Aussagen einzelner Axiome sich unterein- 
ander bedingen und ob nicht somit die Axiome noch gemeinsame Be- 
standteile enthalten, die man bescitigen mul, wenn man zu einem Sy- 
stem von Axiomen gelungen will, die vüllig von cinander unabhängig 
sind. 

Vor Allem aber müchte ich unter den zablreichen Fragen, 
welche hinsichtlich der Axiome gestellt werden künnen, dies als 
das wichtigste Problem bezeichnen, zu bewcisen, duff diesclben unter- 
cinander widerspruchslos sind. d. h. daf man auf Grund derselben 
mattelst einer endlichen Anzahl von logischen Schlüssen niemals su 
Resultaten gelangen kann, die miteinander in Widerspruch stehen. 

In der Geometrie gelingt der Nachweis der Widerspruchs- 
losigkeit der Axiome dadurch, daB man einen geeigneten Bereich 
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von Zahlen construirt, derart, daB den geometrischen Axiomen 
analoge Beziehungen zwischen den Zahlen dieses Bereiches ent- 
sprechen und daf demnach jeder Widerspruch in den Folgerungen 
aus den geometrischen Axiomen auch in der Arithmetik jenes 
Zahlenbereiches erkennbar sein müfite. Auf diese Weise wird 
also der gewünschte Nachweïis für die Widerspruchslosigkeit der 
geometrischen Axiome auf den Satz von der Widerspruchslosig- 
keit der arithmetischen Axiome zurückgeführt. 

Zum Nachweïise für die Widerspruchslosigkeit der arithme- 
tischen Axiome bedarf es dagegen eines direkten Weges. 

Die Axiome der Arithmetik sind im Wesentlichen nichts an- 
deres als die bekannten Rechnungsgesetze mit Hinzunahme des 
Axiomes der Stetigkeit. Ich habe sie kïürzlich zusammengestellt !) 
und dabei das Axiom der Stetigkeit durch zwei einfachere Axiome er- 
setzt, nämlich das bekannte Archimedische Axiom und ein neues 
Axiom des Inhaltes, da die Zahlen ein System von Dingen bil- 
den, welches bei Aufrechterhaltung der sämmtlichen übrigen 
Axiome keiner Erweiterung mehr fähig ist. (Axiom der Voll- 
ständigkeit). Ich bin nun überzeugt, daf es gelingen muf, einen 
direkten Beweis für die Widerspruchslosigkeit der arithmetischen 
Axiome zu finden, wenn man die bekannten Schlufmethoden in 
der Theorie der Irrationalzahlen im Hinblick auf das bezeichnete 
Ziïel genau durcharbeitet und in gceigneter Weise modificirt. 

Um die Bedeutung des Problems noch nach einer anderen 
Rücksicht hin zu charakterisiren, müchte ich folgende Bemer- 
kungen hinzufügen. Wenn man einem Begriffe Merkmale erteilt, 
die einander widersprechen, so sage ich: der Begriff existirt ma- 
thematisch nicht. So existirt z. B. mathematisch niclit eine reelle 
Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist. (elingt es jedoch zu be- 
weisen, daf die dem Begriffe erteilten Merkmale bei Anwendung 
einer endlichen Anzahl von logischen Schliüssen niemals zu einem 
Widerspruche führen künnen, so sage ich, dafi damit die mathe- 
matische Existenz des Begriffes z. B. einer Zahl oder einer Func- 
tion, die gewisse Forderungen erfüllt. bewiesen worden ist. In 
dem vorliegenden Falle, wo es sich um die Axiome der reellen 
Zablen in der Arithmetik handelt, ist der Nachweiïs für die Wider- 
spruchslosigkeit der Axiome zugleich der Beweis für die mathe- 
matische Existenz des Inbegrifis der reellen Zahlen oder des Con- 
tinaums. In der That, wenn der Nachweis für die Wider- 

1) Jabreshericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, Bd. 8, 1900, 
5. 180. 
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spruchslosigkeit der Axiome vüllig gelungen sein wird, so ver- 
lieren die Bedenken, welche bisweilen gegen die Existenz des In- 
begriffs der reellen Zahlen gemacht worden sind, jede Berechti- 
gung. Freilich der Inbegriff der reellen Zahlen, d.h. das Con- 
tinuum ist bei der eben gekennzeichneten Auffassung nicht etwa 
die Gesammtheit aller môüglichen Dezimalbruchentwicklungen oder 
die Gesammtheit aller môüglichen Gesetze, nach denen die Elemente 
einer Fundamentalreihe fortschreiten künnen, sondern ein System 
von Dingen, deren gegenseitige Beziehungen durch die aufgestellten 
Axiome geregelt werden und für welche alle und nur diejenigen 
Thatsachen wahr sind, die durch eine endliche Anzahl logischer 
Schlüsse aus den Axiomen gefolgert werden kônnen. Nur in 
diesem Sinne ist meiner Meinung nach der Begriff des Continuums 
streng logisch faBbar. Thatsächlich entspricht er auch, wie mir 
scheint, so am besten dem, was die Erfahrung und Anschauung 
uns giebt. Der Begriff des Continuums oder auch der Begriff 
des Systems aller Functionen existirt dann in genau demselben 
Sinne wie etwa das System der ganzen rationalen Zahlen oder 
auch wie die hüheren Cantorschen Zahlklassen und Mächtig- 
keiten. Denn ich bin überzeugt, daf auch die Existenz der letz- 
teren in dem von mir bezeichneten Sinne ebenso wie die des Con- 
tinuums wird erwiesen werden künnen — im Gegensatz zu dem 
System aller Mächtigkeiten überhaupt oder auch aller Cantor- 
schen Alephs, für welches, wie sich zeigen läft, ein wider- 
spruchloses System von Axiomen in meinem Sinne nicht aufge- 
stellt werden kann und welches daher nach meiner Bezeichnungs- 
weise ein mathematisch nicht existirender Begriff ist. 


Aus dem (ebiete der Grundlagen der (tcometrie môchte ich 
zunächst das folgende Problem nennen. 


8. Die Volumengleichheit zwcicr Tetraeder von gleicher Grundfläche und Ilühe. 


Gauss!) spricht in zwei Briefen an Gerling sein Bedauern 
darüber aus, da gewisse Sätze der Stercometrie von der Exhau- 
stionsmethode, d.h. in der modernen Ausdrucksweise von dem 
Stetigkeitsaxiom (oder von dem Archimedischen Axiome) ab- 
hängig sind. (tauss nennt besonders den Satz von Euklid, 
da dreiscitige Pyramiden von gleicher Hôhe sich wie ihre Grund- 
flächen verhalten. Nun ist die analoge Aufgabe in der Ebene 


1) Werke, 14. 8/$S. 241 und 244. 
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vollkommen erledigt worden’); auch ist es Gerling?) gelungen, 
die Volumengleichheit symmetrischer Polyeder durch Zerlegung 
in congruente Teile zu beweisen. Dennoch erscheint mir der Be- 
weis des eben genannten Satzes von Euklid auf diese Weise im 
allgemeinen wohl nicht als môglich und es würde sich also um 
den strengen Unmäüglichkeitsbeweis handeln. Ein solcher wäre 
erbracht, sobald es gelingt, zwei Tetracder mit gleicher Grundfläche 
und von gleicher Hühe anzugeben, die sich auf keine Weise in 
congruente Tetraeder zerlegen lassen und die sich auch durch Hin- 
zufügung congruenter Tetracder nicht zu solchen Polyedern ergänzen 
lassen, für die ihrerseits eine Zerlegung in congruente Tetraeder 
môglich ist. 


4. Problem von der Geraden als kürzester Verbindung zweier Punkte. 


Eine andere Problemstellung, betreffend die Grundlagen der 
Geometrie ist diese. Wenn wir von den Axiomen, die zum Auf- 
bau der gewôühnlichen Euklidischen Geometrie nôtig sind, das 
Parallelenaxiom unterdrücken, bezüglich als nicht erfüllt annehmen, 
dagegen alle übrigen Axiome beïbehalten, so gelangen wir be- 
kanntlich zu der Lobatschefskijschen (hyperbolischen) Geo- 
metrie; wir dürfen daher sagen, daB diese Geometrie insofern eine 
der Euklidischen nächststehende Geometrie ist. Fordern wir 
weiter, daB dasjenige Axiom nicht erfüllt sein soll, wonach von 
drei Punkten einer Geraden stets einer und nur einer zwischen 
den beiden anderen liegt, so erhalten wir die Riemannsche 
(elliptische) Geometrie, so dafi diese Geometrie als eine der 
Lobatschefskijschen nächststehende erscheint. Wollen wir 
eine ähnliche principielle Untersuchung über das Archime- 
dische Axiom ausführen, so haben wir dieses als nicht erfüllt 
anzusehen und gelangen somit zu den Nicht-Archimedischen 
Geometrien, die von Veronese und mir untersucht worden sind. 
Die allgemeinere Frage, die sich nun erhebt, ist die, ob sich noch 
nach anderen fruchtbaren Gesichtspunkten Geometrien aufstellen 
lassen, die mit gleichem Recht der gewübnlichen Euklidischen 
Geometrie nächststehend sind, und da müchte ich Ihre Aufmerk- 
samkeit auf einen Satz lenken, der von manchen Autoren sogar 
als Definition der geraden Linie hingestellt worden ist und der 
aussagt, daB die Gerade die kürzeste Verbindung zwischen zwei 


1) Vgl. aufer der früheren Litteratur Iilbert, Grundlagen der Geometrie, 
Leipzig 1899, Kapitel IV. 
2) Gauss s Werke, Bd. 8, $. 242. 
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Pankten ist. Der wesentliche Inhalt dieser Aussage reduzirt sich 
auf den Satz von Euklid, daB im Dreiecke die Summe zweier 
Seiten stets grôBer als die dritte Seite ist, einen Satz, welcher wie 
man sieht, lediglich von elementaren d. h. aus den Axiomen un- 
mittelbar entnommenen Begriffen handelt, und daher der logischen 
Untersuchung zugänglicher ist. Euklid hat den genannten Satz 
vom Dreieck mit Hülfe des Satzes vom AuBenwinkel auf Grund 
der Congruenzsätze bewiesen. Man überzeugt sich nun leicht, daf 
der Beweis jenes Euklidischen Satzes allein auf Grund der- 
jenigen Congruenzsätze, die sich auf das Abtragen von Strecken 
und Winkeln beziehen, nicht gelingt, sondern daB man zum Be- 
weise eines Dreieckscongruenzsatzes bedarf. So entsteht die 
Frage nach einer Geometrie, in welcher alle Axiome der gewühn- 
lichen Euklidischen Geometrie und insbesondere alle Con- 
gruenzaxiome mit Ausnahme des einen Axioms von der Dreiecks- 
congruenz (oder auch mit Ausnahme des Satzes von der Gleich- 
_heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck) gelten und in 
welcher überdies noch der Satz, daB in jedem Dreieck die Summe 
zweler Seiten grüBer als die dritte ist, als besonderes Axiom auf- 
gestellt wird. 

Man findet, daf eine solche Geometrie thatsächlich existirt 
und keine andere ist als diejenige, welche Minkowski!) in sei- 
nem Buche ,Geometrie der Zahlen“ aufgestellt und zur Grund- 
lage seiner arithmetischen Untersuchungen gemacht hat. Die 
Minkowskis che Geometrie ist also ebenfalls eine der gewühn- 
lichen Euklidischen Geometrie nächststehende; sie ist im 
Wesentlichen durch folgende Festsetzungen charakterisirt: Er- 
stens: Die Punkte, die von einem festen Punkt O gleichen Ab- 
stand haben, werden durch eine convexe geschlossene Fläche des 
gewôbnlichen Euklidischen Raumes mit O als Mittelpunkt re- 
präsentirt. Zweitens: Zwei Strecken heifen auch dann einander 
gleich, wenn man sie durch Parallelverschiebung des Euklidi- 
schen Raumes ineinander überführen kann. 

In der Minkowskischen Geometrie gilt das Parallelenaxiom; 
ich gelangte bei einer Betrachtung?), die ich über den Satz von 
der geraden Linie als kürzester Verbindung zweier Punkte an- 
stellte, zu einer Geometrie, in welcher nicht das Parallelenaxiom 
gilt, während alle übrigen Axiome der Minkowskischen Geo- 
metrie erfüllt sind. Wegen der wichtigen Rolle, die der Satz 


1) Leipzig 1896. 
2) Mathematische Annalen, Bd. 46, $. 91. 
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von der Geraden als kürzester Verbindung zweïer Punkte und 
der im wesentlichen aequivalente Satz von Euklid über die 
Seiten eines Dreiecks nicht nur in der Zahlentheorie, sondern auch 
in der Theorie der Flächen und in der Variationsrechnung spielt, 
und da ich glaube, da die eingehendere Untersuchung der Bedin- 
gangen für die Gültigkeit dieses Satzes ebenso auf den Begriff 
der Entfernung wie auch noch auf andere elementaren Begriffe 
z. B. den Begriff der Ebene und die Môglichkeit ihrer Definition 
mittelst des Begriffes der Geraden ein neues Licht werfen wird, 
so erscheint mir die Aufstellung und systematische Behandlung der 
hier müglichen Geometricen wünschenswert. 

Im Fall der Ebene und unter Zugrundelegung des Stetigkeits- 
axioms fübrt das genannte Problem auf die von Darboux‘) be- 
handelte Frage, alle Variationsprobleme in der Ebene zu finden, 
für welche sämtliche (Geraden der Ebene die [Lôsungen sind 
— eine Fragestellung, die mir weitgehender Verallgemeinerungen ?) 
fähig und würdig erscheint. 


5. Lie’s Begriff der continuirlichen Transformationsgruppe ohne die Annahme 
der Differenzirbarkeit der die Gruppe definirenden Functionen. 

Lie hat bekanntlich mit Hinzuziehung des Begriffs der con- 
tinuirlichen Transformationsgruppe ein System von Axiomen für 
die Geometrie aufgestellt und auf Grund seiner Theorie der Trans- 
formationsgruppen bewiesen, daf dieses System von Axiomen zum 
Aufbau der Geometrie hinreicht. Da Lie jedoch bei Begründung 
seiner Theorie stets annimmt, daf die die Gruppe definirenden 
Functionen differenzirt werden kônnen, so bleibt in den 
Lieschen Entwickelungen unerôrtert, ob die Annahme der Diffe- 
renzirbarkeit bei der Frage nach den Axiomen der Geometrie 
thatsächlich unvermeidlich ist oder nicht vielmehr als eine Folge 
des Gruppenbegriffs und der übrigen geometrischen Axiome er- 
scheint. Diese Ueberlegung, sowie auch gewisse Probleme hin- 
sichtlich der arithmetischen Axiome legen uns die allgemeinere 
Frage nahe, in wieweit der Liesche Begriff der continuirlichen 
Transformationsgruppe auch ohne Annalime der Differenzirbarkeit der 
Functionen unserer Untersuchung zugänglich ist. 

Bekanntlich definirt Lie die endliche continuirliche Trans- 
formationsgruppe als ein System von Transformationen 
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1) Leçons sur la théorie générale des surfaces, Bd. 3, Paris 1894, $. 54, 
2) Vgl. die interessanten Untersuchungen von A, Hirsch, Mathematische 
Annalen, Bd, 49 und 50, 
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von der Beschaffenheit, daf zwei beliebige Transformationen 


n) a; : A | a,) 


x; SE f(&i, …. æ; db}, ….…) b,) 


nm = ft, ..., x 


des Systems, nacheinander ausgeführt, eine Transformation er- 
geben, welche wiederum dem System angehôrt und sich mithin in 
der Form 


tr dette dabretl)ieh Geset rade 


darstellen läBt, wo c,, ..., «, gewisse Functionen von 4,, ..., @,; 
b,, ..., b, sind. Die Gruppeneigenschaft findet mithin ihren Aus- 
druck in einem System von Functionalgleichungen und erfordert 
an sich für die Functionen f,, ..., f,, «,, ..., €, keinerlei nähere 
Beschränkung. Doch die weitere Behandlungsweise jener Func- 
tionalgleichungen nach Lie, nämlich die Ableitung der bekannten 
grundlegenden Differentialgleichungen, setzt notwendig die Stetig- 
keit und Differenzirbarkeit der die Gruppe definirenden Functionen 
voraus. 

Was zunächst die Stetigkeit betrifft, so wird man gewif an 
dieser Forderung zunächst festhalten — schon im Hinblick auf 
die geometrischen und arithmetischen Anwendungen, bei denen die 
Stetigkeit der in Frage kommenden Functionen als eine Folge des 
Stetigkeitsaxioms erscheint. Dagegen enthält die Differenzirbar- 
keit der die Gruppe definirenden Functionen eine Forderung, die 
sich in den geometrischen Axiomen nur auf recht gezwungene und 
complicirte Weise zum Ausdruck bringen läft, und es entsteht 
mithin die Frage, ob nicht etwa durch Einführung geeigneter 
neuer Veränderlicher und Parameter die Gruppe stets in eine 
solche übergeführt werden kann, für welche die definirenden Func- 
tionen differenzirbar sind, oder ob wenigstens unter Hinzufügung 
gewisser einfacher Annahmen eine Ueberführung in dic der Lie- 
schen Methode zugänglichen Gruppen müglich ist. Die Zurück- 
führung auf analytische Gruppen ist nach einem von Lie!) 
aufgestellten und von Schur?) zuerst bewicsenen Satze stets 
dann müglich, sobald die Gruppe transitiv ist und die Existenz 
der ersten und gewisser zweiter Ableitungen der die Gruppe de- 
finirenden Functionen vorausgesetzt wird. 

1) Lie-Kngel, Theoric der Transformationsgruppen, Bd. 3, Leipzig 1893. 
$ 82 und & 144. 

2) Ucber den analytischen Charakter der cine endliche continuirliche Trans- 
formationsgruppe darstellenden Functionen, Mathematische Annalen, Bd. 41, 
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Auch für unendliche Gruppen ist, wie ich glaube, die Unter- 
suchung der entsprechenden Frage von Interesse. Ueberhaupt 
werden wir auf das weite und nicht uninteressante Feld der Func- 
tionalgleichungen geführt, die bisher meist nur unter der Voraus- 
setzung der Differenzirbarkeit der auftretenden Functionen unter- 
sucht worden sind. Insbesondere die von Abel!) mit so vielem 
Scharfsinn behandelten Functionalgleichungen, die Differenzenglei- 
chungen und andere in der Litteratur vorkommende Gleichungen 
weisen an sich nichts auf, was zur Forderung der Differenzirbar- 
keit der auftretenden Functionen zwingt, und bei gewissen Exi- 
stenzbeweisen in der Variationsrechnung fiel mir direkt die Auf- 
gabe zu, aus dem Bestehen einer Differenzengleichung die Ditfe- 
renzirbarkeit der betrachteten Function beweisen zu müssen. In 
allen diesen Fällen erhebt sich daher die Frage, inwieweit ctwa die 
Aussagen, die acèr tm l'alle der Annahme differenzirbarer Functionen 
machen künnen, unter gecigneten Modifikationcn ohne diese Voraus- 
setzung güllig sind. 

Bemerkt sei noch, daf H. Minkowski in seiner vorhin ge- 
nannten ,(Greometrie der Zahlen“ von der Functionalungleichung 


FC +gs ce a EU) LC ce 2) + fs ) 


ausgeht und aus dieser in der That die Existenz gewisser Diffe- 
rentialquotienten für die in Betracht kommenden Functionen zu 
beweisen vermag. 

Andererseits hebe ich hervor, da8 es sehr wohl analytische 
Functionalgleichungen giebt, deren einzige [üsungen nichtdifte- 
renzirbare Functionen sind. Beispielsweise kann man eine eindeu- 
tige stetige nichtditferenzirbare Function (x) construiren, die die 
einzige Lüsung zweier Functionalgleichungen 


p(x+a)—p(x) = f(x) 
p(x+B)—p(x) = 0 

darstellt, wo «, B zwei reelle Zahlen und f(x) eine für alle reellen 
Werte von x reguläüre analytische eindeutige Function bedeutet. 
Man gelangt am einfachsten zu solchen Functionen mit Hülfe 
trigonometrischer Reïhen durch einen ähnlichen Gedanken, wie ihn 
Borel nach einer jüngsten Mitteilung von Picard*) zur Construc- 
tion einer doppelperiodischen nichtanalytischen Lüsung ciner ge- 
wissen analytischen partiellen Differentialgleichung benutzt hat. 


1) Werke, Bd. 1 S. 1, 61, 389. 


2) Quelques théories fondamentales dans l'analyse mathématique,  Confé- 
rénces faites à Clark-University. Revue générale des Sciences 1900. $, 22, 
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6. Mathematische Behandlung der Axiome der Physik. 


Durch die Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie 
wird uns die Aufgabe nahe gelegt, nach diesem Vorbilde diejenigen 
physikalischen Disciplinen axiomatisch zu behandeln, in denen schon 
heute die Mathematik eine hervorragende Rolle spielt; dies sind in 
erster Linie die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Mechanik. 

Was die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung !) angeht, so 
scheint es mir wünschenswert, daB mit der logischen Untersuchung 
derselben zugleich eine strenge und befriedigende Entwickelung 
der Methode der mittleren Werte in der mathematischen Physik, 
speciell in der kinetischen Gastheorie Hand in Hand gehe. 

Ueber die Grundlagen der Mechanik liegen von physikalischer 
Seite bedeutende Untersuchungen vor; ich weise hin auf die 
Schriften von Mach?)}, Hertz*), Boltzmann‘) und Volk- 
mann‘); es ist daher sehr wünschenswert, wenn auch von den 
Mathematikern die Erôrterung der Grundlagen der Mechanik auf- 
genommen würde. So regt uns beispielsweise das Boltzmann- 
sche Buch über die Principe der Mechanik an, die dort angedeu- 
teten Grenzprocesse, die von der atomistischen Auffassung zu den 
Gesetzen über die Bewegung der Continua führen, streng mathe- 
matisch zu begründen und durchzuführen. Umgekehrt künnte man 
die Bewegung über die Gesetze starrer Kôrper durch Grenzpro- 
cesse aus einem System von Axiomen abzuleiten suchen, die auf 
der Vorstellung von stetig veränderlichen, durch Parameter zu 
definirenden Zuständen eines den ganzen Raum stetig erfüllenden 
Stoffes beruhen — ist doch die Frage nach der Gleichberechtigung 
verschiedener Axiomensysteme stets von hohem principiellen In- 
teresse. 

Soll das Vorbild der (reometrie für die Behandlung der phy- 
sikalischen Axiome maBgebend sein, so werden wir versuchen, zu- 
nächst durch eine geringe Anzahl von Axiomen eine môglichst all- 
gemeine Klasse physikalischer Vorgänge zu umfassen und dann 
durch Adjunktion neuer Axiome der Reïhe nach zu den specielle- 
ren Theorieen zu gelangen — wobei vielleicht ein Einteilungsprin- 


1) Vgl. Bohlmann, Ueber Versicherungsmathematik 2te Vorlesung aus : 
Klein und Riecke, Ucber angewandte Mathematik und Physik, Leipzig und 
Berlin 1900. 

2) Die Mechanik in ibrer Entwickelung, Leipzig, zweite Auflage. Leipzig 1889. 

3) Die Principien der Mechanik, Leipzig 1894. 

4) Vorlesungen über die Principe der Mechanik, Leipzig 1897. 

6) Einfübrung in das Studium der theoretischen Physik, Leipzig 1900. 
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cip aus der so tiefsinnigen Theorie der unendlichen Transformations- 
gruppen von Lie entnommen werden kann. Auch wird der Mathe- 
matiker, wie er es in der Geometrie gethan hat, nicht blof die 
der Wirklichkeit nahe kommenden, sondern überhaupt alle lo- 
gisch môglichen Theorien zu berücksichtigen haben und stets 
darauf bedacht sein, einen vollständigen Ueberblick üiber die Ge- 
samtheit der Folgerungen zu gewinnen, die das gerade ange- 
nommene Axiomensystem nach sich zieht. 

Ferner fällt dem Mathematiker in Ergänzung der physika- 
lischen Betrachtungsweise die Aufgabe zu, jedes Mal genau zu 
prüfen, ob das neu adjungirte Axiom mit den früheren Axiomen 
nicht in Widerspruch steht. Der Physiker sieht sich oftmals durch 
die Ergebnisse seiner Experimente gezwungen, zwischendurch und 
während der Entwickelung seiner Theorie neue Annahmen zu 
machen, indem er sich betreffs der Widerspruchslosigkeit der 
neuen Annahmen mit den früheren Axiomen lediglich auf eben 
jene Experimente oder auf ein gewisses physikalisches Gefühl be- 
ruft — ein Verfahren, welches beim streng logischen Aufbau einer 
Theorie nicht statthaft ist. Der gewünschte Nachweïis der Wider- 
spruchslosigkeit aller gerade gemachten Annahmen erscheint mir 
auch deshalb von Wichtigkeit, weil das Bestreben, einen solchen 
Nachweis zu führen, uns stets am wirksamsten zu einer exakten 
Formulirung der Axiome selbst zwingt. 


Wir haben bisher lediglich Fragen über die Grundlagen 
mathematischer Wissenszweige berücksichtigt. In der That ist 
die Beschäftigung mit den Grundlagen einer Wissenschaft von be- 
sonderem Reiz und es wird die Prüfung dieser Grundlagen stets 
zu den vornehmsten Aufgaben des Forschers gehôren. ,Das End- 
ziel“ so hat Weierstrass einmal gesagt, ,welches man stets 
im Auge behalten mu, besteht darin, da man über die Funda- 
mente der Wissenschaft ein sicheres Urteil zu erlangen suche“ 

Um überhaupt in die Wissenschaften einzudringen, ist frei- 
lich die Beschäftigung mit einzelnen Problemen unerläfilich.“ In 
der That bedarf es zur erfolgreichen Behandlung der Grundlagen 
einer Wissenschaft des eindringenden Verständnisses ihrer spe- 
ziellen Theorien; nur der Baumeister ist im Stande, die Funda- 
mente für ein Gebäude sicher anzulegen, der die Bestimmung des 
Gebäudes selbst im Einzelnen gründlich kennt. So wenden wir 
uns nunmebr zu speciellen Problemen einzelner Wissenszweige der 
Mathematik und berücksichtigen dabei zunächst die Arithmetik 
und die Algebra. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1900. Heft 8. 20 
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7. Irrationalität und Transcendenz bestimmter Zahlen. 


Hermite’s arithmetische Sätze über die Exponentialfunction 
und ihre Weiterfübrung durch Lindemann sind der Bewunde- 
rung aller mathematischer (Generationen sicher. Aber zugleich 
erwächst uns die Aufgabe, auf dem betretenen Wege fortzu- 
schreiten. Ich müchte daher eine Klasse von Problemen kennzeich- 
nen, die meiner Meinung nach als die nächstliegenden hier in An- 
griff zu nehmen sind. Wenn wir von speciellen, in der Analysis 
wichtigen transcendenten Functionen erkennen, dafi sie für gewisse 
algebraische Argumente algebraische Werte annehmen, so er- 
scheint uns diese Thatsache stets als besonders merkwürdig und 
der eingehenden Untersuchung würdig. Wir erwarten eben von 
transcendenten Funktionen, daf sie für algebraische Argumente 
im Allgemeinen auch transcendente Werte annehmen, und obgleich 
uns wohl bekannt ist, daB es thatsächlich ganze transcendente 
Functionen giebt, die für alle algebraischen Argumente sogar ra- 
tionale Werte besitzen, so werden wir es doch für hüchst wahr- 
scheinlich halten, da z. B. die Exponentialfunction «** die offen- 
bar für alle rationalen Argumente z stets algebraische Werte 
hat, andrerseits für alle irrationalen algebraischen Argumente z 
stets transcendente Zahlenwerte annimmt. Wir künnen dieser 
Aussage auch eine geometrische Einkleidung geben, wie folgt. 
Wenn in cinem gleichschenkligen Dreieck das Verhältnis vom Busis- 
aoinkel zum Winkel an der Spitze algcbraisch, aber nicht rational 
ist, so ist das Verhältnis zwischen Busis und Schenkel stets tran- 
scendent. Trotz der Einfachheit dieser Aussage und der Achnlich- 
keit mit den von Hermite und Lindemann gelüsten Pro- 
blemen halte ich doch den Beweis dieses Satzes für äufierst schwie- 
rig, chenso wie etwa den Nachweis dafür, daff die Potenz af für 
eine algchruische Basis « und cinen algcbraisch irrationalen Exponenten 
B, z. B. die Zahl NE oùer «" — 2%, slels cine transcendente oder 
auch nur cine irrationdale Zahl darstellt. Es ist gewiB, daf die Lü- 
sung dieser und ähnlicher Probleme uns zu ganz neuen Methoden 
und zu neuen Einblicken in das Wesen specieller irrationaler und 
transcendenter Zahlen führen muf. 


8. Primzahlenprobleme. 

In der Theorie der Verteilung der Primzahlen sind in neucrer 
Zeit durch Hadamard, dela Vallée Poussin, v. Mangoldt 
und Andere wesentliche Fortschritte gemacht worden. Zur voll- 
ständigen Lüsung der Probleme, die uns die Riemannsche Ab- 
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bandlung ,Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gege- 
benen Grüfe“ gestellt hat, ist es jedoch noch nûütig, die Richtig- 
tigkeit der äuferst wichtigen Behauptung von Riemann nachzu- 
wcisen, daf die Nullstellen der Function £(s), die durch die Reïhe 


Las et 
ÉPPER PERRET es 
dargestellt wird, s&@nflich den recllen Bestundteil } haben — wenn 


man von den bekannten negativ ganzzahlisen Nullstellen absieht. 
Sobald dicser Nachweis gelungen ist, so würde die weitere Auf- 
gabe darin bestehen, die Riemannsche unendliche Reïhe für die 
Anzahl der Primzahlen genauer zu prüfen und insbesondere z# 
entscheiden, ob die Differenz zwischen der Anzall der Primzahlen 
unterhalb einer Grüfle x und dem Integrallogarithmus von x in der 
That von nicht hôherer als der Lten Ordnung in x unendlich wird, 
und ferner, ob dann die von den ersten complexen Nullstellen der 
Function €(s) abhängenden Glieder der Riemannschen Formel 
wirklich die stellenweise Verdichtung der Primzahlen bedingen, 
welche man bei den Zählungen der Primzahlen bemerkt hat. 
Nach einer cerschüpfenden Diskussion der Riemannschen 
Primzahlenformel wird man vielleicht dereinst in die Lage kommen, 
an die strenge Beantwortung des Problems von Goldbach!) zu 
gehen, ob jede gerade Zahl als Summe zweier Primzahlen dar- 
stellbar ist, ferner an die bekannte Frage, ob es unendlich viele 
Primzahlenpaare mit der Differenz 2 gicbt oder-gar an das allge- 
meinere Problem, ob die lincare Diophantische Gleichung 


at+by+ce = 0 


mit gegebenen ganzzabligen paarweise teilerfremden Cocfticienten 
a, b, e« stets in Primzahlen %, y lüsbar ist. 

Aber von nicht geringerem Interesse und vielleicht von noch 
grôberer Tragweite erscheint mir die Aufeabe. die für die Vertei- 
lung der rationalen Primezahlen gewonnenen Resuliale auf die Theorie 
der Verteilung der Prinnideale in einem gegchenen Zahlkôür per k ru 
äübertragen — cine Aufgabe, die auf das Studium der dem Zahl- 
kürper zugehôrigen Function 


& (s) Fa >; _ 
n(j) 
1) Val. PStäckel: Ueber Goldhaehs empirisches Theorem. Nachrichten 
der K. Ges. d. Wiss. zu Gôüttingen 1596 und Landau, cbenda 1900, 
20 + 
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hinausläuft, wo die Summe über alle Ideale j des gegebenen Zahl- 
kôrpers 4 zu erstrecken ist und x(j) die Norm des Ideals j be- 
deutet. 


Ich nenne noch drei speciellere Probleme aus der Zahlen- 
theorie, nämlich eines über die Reciprocitätsgesetze, eines über 
diophantische Gleichungen und ein drittes aus dem Gebiete der 
quadratischen Formen. ; 


9. Beweis des allgemeinsten Reciprocitätsgesetzes im beliebigen Zahlkôrper. 


Für einen belicbigen Zahlkôrper soll das Reciprocitätsgesetz der 
lten Potenzreste bewiesen werden, wenn L eine ungerade Primzahl 
bedeutet und ferner, wenn / eine Potenz von 2 oder eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl ist. Die Aufstellung des Gesetzes, so- 
wie die wesentlichen Hülfsmittel zum Beweise desselben werden 
sich, wie ich glaube, ergeben, wenn man die von mir entwickelte 
Theorie des Kürpers der / ten Einheitswurzeln !) und meine Theorie?) 
des relativ-quadratischen Kürpers in gehüriger Weïse verallge- 
meinert. 


10. Entscheidung der Lüsbarkeit einer Diophantischen Gleichung. 


Eine Diophantische Gleichung mit irgend welchen Unbe- 
kannten und mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten sei vorge- 
legt: man soll ein Verfuhren angeben, nach welchem sich mittelst 
einer endlichen Anzall von Operationen entscheiden läfft, ob die Glei- 
chung in ganzen rationalen Zahlen lüsbur ist. 


11. Quadratische Formen mit belichigen algebraischen Zahlencoefficienten. 


Unsere jetzige Kenntnis der Theorie der quadratischen Zahl- 
kôürper *) setzt uns in den Stand, die Theorie der quadratischen 


1) Bericht der Deutschen Mathematiker - Vercinigung über die Theorie der 
algcbraischen Zahlkôrper, Bd. IV, 1897. Künfter Teil. 

2) Mathematische Annalen, Bd. 51 und Nachrichten der K. Ges. d. Wiss, 
zu Gôüttingen 1898. 

3) ILilbert, Ucber den Dirichletschen biquadratischen Zahlenkôrper, Mathe- 
matische Annalen, Bd. 45; Ucber die Theorie der relativquadratischen Zahl- 
kürper, Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1897 und Mathema- 
tische Annalen. Bd. 51; Ueber die Theorie der relativ-Abelschen Kôrper, Nach- 
richten d. K. Ges. d. Wiss. zu Güttingen 1898; Grundlagen der Geometrie, Mest- 
schrift zur Enthüllung des Gauss - Weber -Denkmals in Gôttingen, Leipzig 1899, 
Kapitel VIII $ 83. 
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Formen mit beliebig vielen Variabeln und beliebigen algebraischen 
Zahlencoefficienten erfolgreich in Angriff zu nehmen. Damit gelangen 
wir insbesondere zu der interessanten Aufgabe, eine vorgelegte 
quadratische Gleichung beliebig vieler Variabeln mit algebraischen 
Zahlencoefficienten in solchen ganzen oder gebrochenen Zahlen zu 
lüsen, die in dem durch die Coefficienten bestimmten algebraischen 
Rationalitätsbereiche gelegen sind. 


Den Uebergang zur Algebra und Functionentheorie müge das 
folgende wichtige Problem bilden. 


12. Ausdehnung des Kronekerschen Satzes über Abelsche Kôrper auf einen belie- 
bigen algchraischen Rationalitätsbereich. 


Von Kronecker rührt der Satz her, daB jeder Abelsche 
Zahlkôrper im Bereich der rationalen Zahlen durch Zusammen- 
setzung aus Kürpern von Einheitswurzeln entsteht. Dieser fun- 
damentale Satz aus der Theorie der ganzzahligen Gleichungen ent- 
hält zwei Aussagen, nämlich 

erstens wird durch denselben die Frage nach der Anzahl 
und Existenz derjenigen Glcichungen beantwortet, die einen vor- 
geschriebenen Grad, eine vorgeschriebene A belsche Gruppe und 
eine vorgeschriebene Diskriminante in Bezug auf den Bereich der 
rationalen Zahlen besitzen, und 

zweitens wird behauptet, da die Wurzeln solcher Glei- 
chungen einen Bercich algebraischer Zahlen bilden, der genau mit 
demjenigen Bereiche übercinstimmt, den man erhält, wenn man in 
der Exponentialfunction e* für das Argument z der Reïhe nach 
alle rationalen Zahlenwerte cinträgt. 

Die erste Aussage betrifft die Frage der Bestimmung ge- 
wisser algebraischer Zahlen durch ihre Gruppe und ihre Verzwei- 
gung; diese Frage entspricht also dem bekannten Problem der 
Bestimmung algebraischer Functionen zu gegebener Riemann- 
scher Fläche. Die zweite Anssage liefert die verlangten Zahlen 
durch ein transcendentes Mittel, nämlich durch die Exponential- 
function c**. 

Da nächst dem Bereiche der rationalen Zahlen der Bereich 
der imaginären quadratischen Zahlkürper der cinfachste ist, s0 
entsteht die Aufgabe, den Kroneckersehen Satz auf dicsen 
Fall auszudchnen. Kronceker selbst hat die Behauptung aus- 
gesprochen, daf die Abelschen Glcichungen im Berciche eines 
quadratischen Kürpers durch die Transformationsgleichungen der 
elliptischen Fuanctionen mit singulären Moduln gegeben werden, su 
daB hiernach die elliptische Function die Rolle der Exponential- 
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function im vorigen Falle übernimmt. Der Beweis der Kron- 
eckerschen Vermutung ist bisher nicht erbracht worden; doch 
glaube ich, daf derselbe auf Grund der von H. Weber) ent- 
wickelten Thevrie der complexen Multiplikation unter Hinzuzie- 
hung der von mir aufgestellten rein arithmetischen Sätze über 
Klassenkürper ohne erhebliche Schwierigkeit gelingen muf. 

Von der hüchsten Bedeutung endlich erscheint mir die Aus- 
dehnung des Kroneckerschen Satzes auf den Fall, duff an Stelle 
des Bercichs der rationalen Zuhlen oder des imaginären quadratischen 
Zahlenbereiches ein bclichiger algebraischer Zallkürper als Rationali- 
tätsbereich zu Gruude gelegt wird; ich halte dies Problem für 
cines der tiefgehendsten und weittragendsten Pro- 
bleme der Zahlen- und Functionentheorie. 

Das Problem erweist sich von mannigfachen Seiten aus als 
zugänglich. Den wichtigsten Schlüssel zur Lüsung des arithme- 
tischen Teils dieses Problemes erblicke ich in dem allgemeinen 
Reciprocitätsgesetze der {ten Potenzreste innerhalb eines beliebig 
vorgelegten Zahlkürpers. 

Was den functionentheorctischen Teil des Problems betrifit, 
so wird sich der Forscher auf diesem so anziehenden (rebiete 
durch die merkwürdigen Analogieen leiten lassen, die zwischen 
der Theoric der algebraischen Functionen einer Veränderlichen 
und der Theorie der algebraischen Zahlen bemerkbar sind. Das Ana- 
logon zur Potenzreihenentwickelung ciner algebraischen Function in 
der Theoric der algebraischen Zahlen hat Hensel?) aufgestellt 
und untersucht und das Analogon für den Riemann-Rochschen 
Satz hat Landsherg* behandelt. Auch die Analogie zwischen 
dem Begriff des (reschlechts einer Riemannschen Fliche und 
dem Begriff der Klassenanzahl eines Zahlkürpers fällt ins Auge. Be- 
trachten wir, um nur den cinfachsten Fall zu berühren, eine Ric- 
mannsche Fläche vom Geschlecht p = 1 und andrerseits einen 
Zahlkürper von der Klassenanzahl 4 = 2, so entspricht dem Nach- 
weise der Existenz eines überall endlichen Integrals auf der Ric- 
mannschen Fläche der Nachwcis der Existenz ciner ganzen 
Zahl & im Zahlkürper, die von solcher Art ist, da die Zahl Væ 
einen relativ unverzwceigten quadratischen Kürper in Bezug auf 


1) Elliptische Functionen und algchraische Zahlen, Braunschweig 1891. 

2) Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vercinigung VI, sowie eine 
demnächst in den Mathematischen Annalen erscheinende Arbeit: ,Uchber die Ent- 
wickelung der algcbraischen Zahlen in Potenzrecihen.“ 

3) Mathematische Annalen, Bd, 50. 1898. 


mathematische Probleme. 279 


den Grundkôrper darstellt. In der Theorie der algebraischen 
Functionen dient bekanntlich zum Nachweïise jenes Riemann- 
schen Existenzsatzes die Methode der Randwertaufgabe; auch 
in der Theorie der Zahlkürper bietet der Nachweis der Existenz 
jener Zahl &« gerade die meiste Schwierigkeit. Dieser Nachweis 
gelingt mit wesentlicher Hülfe des Satzes, daf es im Zahlkürper 
stets Primideale mit vorgeschriebenen Restcharakteren giebt; die 
letztere Thatsache ist also das zahlentheoretische Analogon zum 
Randwertproblem. 

Die Gleichung des Abelschen Theorems in der Theorie der 
algebraischen Functionen sagt bekanntlich die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür aus, da die betreffenden Punkte der Rie- 
mannschen Fläche die Nullstellen einer algebraischen zur Fläche 
gchürigen Function sind; das genaue Analogon des Abelschen 
Theorems ist in der Theorie des Zahlkôrpers von der Klassenan- 
zahl À = 2 die Gleichung des quadratischen Reciprocitätsgesetzes!) 


CE 


welche aussagt, daf das Ideal j dann und nur dann ein Haupt- 
ideal des Zahlkôürpers ist, wenn jene Zahl « in Bezug auf das 
Ideal j einen positiven quadratischen Restcharakter besitzt. 
Wie wir sehen, treten in dem eben gekennzeichneten Problem 
die drei grundlegenden Disciplinen der Mathematik, nämlich Zahlen- 
theorie, Algebra und Functionenthcorie in die innigste gegensei- 
tige Berührang und ich bin sicher, daB insbesondere die Thcorie 
der analytischen Functionen mehrerer Variabelen eine wesentliche 
Bereicherung erfahren würde, wenn es geläünge, dicjenigen Func- 
tionen aufzufinden und zu diskutiren, die für einen belicbigen alge- 
braischen Zuhlkôrper die entsprechende Rolle spielen, wie die Expo- 
nentialfunction für den Kôrper der rationulen Zahlen und die cllip- 
tische Modulfunction für den imaginären quadratischen Zallkôrper. 


Wir kommen nun zur Algcbra; ich nenne im Folgenden cin 
Problem aus der Glcichungsthcorie und cines, auf welches mich 
die Thcorie der algebraischen Invarianten geführt hat. 


1) Vgl. Hilbert, Uchber die Thoorie der relativ-Abelschen Zahlkürper, 
Nachrichten der K. Ges. d. Wiss. zu Gôüttingen 1898. 
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13. Unmôglichkeit- der Lüsung der allgemeinen Gleichung 7ten Grades mittelst 
Functionen von nur 2 Argumenten. 


Die Nomographie‘) hat die Aufgabe Gleichungen mittelst ge- 
zeichneter Curvenschaaren zu lôsen, die von einem willkürlichen 
Parameter abhängen. Man sieht sofort, da jede Wurzel einer 
Gleichung, deren Coefficienten nur von zwei Parametern abhängen, 
d. h. jede Function von zwei unabhängigen Veränderlichen auf man- 
nigfache Weise durch das der Nomographie zu Grunde liegende 
Princip darstellbar ist. Ferner sind durch dieses Princip offen- 
bar auch eine grofBe Klasse von Functionen von drei und mehr 
Veränderlichen darstellbar, nämlich alle diejenigen Functionen, 
die man dadurch erzeugen kann, da man zunächst eine Function 
von zwei Argumenten bildet, dann jedes dieser Argumente wieder 
gleich Functionen von zwei Argumenten einsetzt, an deren Stelle 
wiederum Functionen von zwei Argumenten treten u.s.f., wobei 
eine beliebige endliche Anzahl von Einschachtelungen der Func- 
tionen zweier Argumente gestattet ist. So gehôrt beispielsweise 
jede rationale Function von beliebig vielen Argumenten zur Klasse 
dieser durch nomographische Tafeln construirbaren Functionen; 
denn sie kann durch die Prozesse der Addition, Subtraction, Mul- 
tiplikation und Division erzeugt werden, und jeder dieser Pro- 
zesse repräsentirt eine Function von nur zwei Argumenten. Man 
sieht leicht ein, daB auch die Wurzeln aller Gleichungen, die in 
einem natürlichen Rationalitätsbereiche durch Wurzelziehen auf- 
lôsbar sind, zu der genannten Klasse von Functionen gehôren; 
denn hier kommt zu den vier elementaren Rechnungsoperationen 
nur noch der Prozef des Wurzelziehens hinzu, der ja lediglich 
eine Function eines Argumentes repräsentirt. Desgleichen sind 
die allgemeinen Gleichungen 5ten und 6ten Grades durch geeig- 
nete nomographische Tafeln auflüsbar ; denn diese kônnen durch 
solche Tschirnhausentransformationen, die ïihrerseits nur 
Ausziehen von Wurzeln verlangen, in eine Form gebracht werden, 
deren Coefficienten nur von zwei Parametern abhängig sind. 

Wabrscheiïnlich ist nun die Wurzel der Gléichung 7ten Gra- 
des eine solche Function ihrer Coefficienten, die nicht zu der ge- 
nannten Klasse nomographisch construirbarer Functionen gehôürt, 
d. h. die sich nicht durch eine endliche Anzahl von Einschachte- 
lungen von Functionen zweier Argumente erzeugen läft. Um 
dieses einzusehen, wärce der Nachweïis dafür nôtig, daf die Glei- 


1) M. d'Ocagne, Traité de Nomographic, Paris 1899, 
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chung 7ten Grades 
P+af +yf+ef+1 = 0 


nicht mit Hiülfe beliebiger stetiger Functionen von nur zwei Arqu- 
menten lüsbar ist. Da es überhaupt analytische Functionen von 
drei Argumenten x, y, z giebt, die nicht durch endlich-malige 
Verkettung von Functionen von nur zwei Argumenten erhalten 
werden künnen, davon habe ich mich, wie ich noch bemerken 
môchte, durch eine strenge Ueberlegung überzeugt. 


14. Nachweis der Endlichkeit gewisser voller Functionensysteme. 


In der Theorie der algebraischen Invarianten verdienen, wie 
mir scheint, die Fragen nach der Endlichkeit voller Formensy- 
steme ein besonderes Interesse. Es ist neuerdings LL. Maurer') 
gelungen, die von P. Gordan und mir bewiesenen Endlichkeits- 
sätze der Invariantentheorie auf den Fall auszudehnen, daB nicht, 
wie in der gewühnlichen Invariantentheorie, die allgemeine pro- 
jektive Gruppe, sondern eine beliebige Untergruppe der Definition 
der Invarianten zu Grunde gelegt wird. 

Die Beschäftigung mit der Frage nach der Endlichkeit der 
Invarianten hat mich auf ein einfaches Problem geführt, welches 
jene Frage nach der Endlichkeit der Invarianten als besonderen 
Fall in sich enthält, und zu dessen Lôsung wahrscheinlich eine 
erheblich feinere Ausbildung der Theorie der Elimination und der 
Kroneckerschen algebraischen Modulsysteme nôütig ist, als sie 
bisher gelungen ist. 

Es seien eine Anzahl » von ganzen rationalen Functionen 


X;, X,, ..., X. der n Variabeln z,, &,, ..., à, vorgelegt: 

X, = f(%, ..., 2) 
(S) Lt (ei our.) 

X, = ACT .. Æ,). 
Jede ganze rationale Verbindung von X,,..., X, wird offenbar 
durch Eintragung dieser Ausdrücke notwendig stets eine ganze 
rationale Function von x,, ..., x. Es kann jedoch sehr wohl ge- 
brochene rationale Functionen von X,, ..., X, geben, die nach 
Ausführung jener Substitution (S) zu ganzen Functionen in 


z,,..,x, werden. Eine jede solche rationale Function von X,,..., X 


1) Vgl. Sitzungsberichte der K. Akademie der Wiss. zu München 1899 und 
eine demnächst in den mathematischen Annalen erscheinende Arbeit. 
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die nach Ausführung der Substitution (S) ganz in x,,...4, wird, 
môchte ich eine relativganze Function von X,,..., X,, nen- 
nen. Jede ganze Function von X,,..., X,, ist offenbar auch re- 


lativganz; ferner ist die Summe, die Differenz und das Product 
relativganzer Functionen stets wiederum relativganz. 

Das entstehende Problem ist nun zu entscheiden, ob es stets 
môglich ist, ein endliches System von relativyganzen Functionen von 
X,,..., X,, aufzufinden, durch die sich jede andere relativyanze Function 
von X,,.:., X,, in ganzer rationuler Weise zusammensetzen lüfft. Wir 
kônnen das Problem noch einfacher formuliren, wenn wir den Be- 
grif des endlichen Integritätsbereiches einführen. 
Unter einem endlichen Integritätsbereiche môchte ich ein solches 
System von Functionen verstehen, aus welchem sich eine endliche 
Anzahl von Functionen auswählen läfit, mit deren Hülfe alle übri- 
gen Functionen des Systems in ganzer rationaler Weise ausdrück- 
bar sind. Unser Problem läuft dann darauf hinaus, zu zeigen, 
daB die sämtlichen relativganzen Functionen eines beliebigen 
Rationalitätsbereiches stets einen endlichen Integritätsbereich 
bilden. 

Es liegt auch nahe, das Problem zahlentheoretisch zu verfeinern, 
indem man die Coefficienten der gegebenen Functionen f,, ..., f, 
als ganze rationale Zahlen annimmt und unter den relativganzen 
Functionen von X,,..., X, nur solche rationalen Functionen 
dieser Argumente versteht, die nach Ausführung jener Substitu- 
tion (S) ganze rationale Functionen von %,, ..., #, mit ganzen 
rationalen Coefficienten werden. 

Ein besonderer einfacher Fall dieses verfeinerten Problems 
ist der folgende: Gegeben seien 7# ganze rationale Functionen 
X,,..., X, der einen Veränderlichen x mit ganzen rationalen 
Coefficienten und ferner eine Primzahl p. Man betrachte das Sy- 
stem derjenigen ganzen rationalen Functionen von x, welche sich 
in der Gestalt 


GX er AS 
p 
darstellen lassen, wo & eine ganze rationale Function der Argu- 
mente X,,..., X, und p” irgend eine Potenz der Primzahl p ist. 


Frühere Untersuchungen von mir!) zeigen dann unmittelbar, daf 
alle solchen Ausdrücke bei bestimmtem Exponenten k einen end- 
lichen Integritätsbereich bilden; die Frage ist aber hier, ob das 
Gleiche auch für alle Exponenten 4 zugleich gilt, d. h. ob sich eine 


1) Mathematische Annalcen, Bd. 36 S. 485. 
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endliche Anzahl von solchen Ausdrücken auswählen läft, durch 
die jeder andere Ausdruck von jener Gestalt für irgend einen 
Exponenten k ganz und rational darstellbar ist. 


Aus den Grenzgebieten zwischen Algebra und Geometrie 
môchte ich zwei Probleme nennen: das eine betrifft den geome- 
trischen Abzählungskalkül und das zweite die Topologie alge- 
braïischer Curven und Flächen. 


15. Strenge Begründung von Schuberts Abzählungskalkül. 


Das Problem besteht darin, diejenigen geomectrischen Anzahlen 
strenge und unter genaucr Feststellung der Grenzen ihrer Gültigkeit 
zu beweisen, die insbesondere Schubert) auf Grund des sogc- 
nannten Princips der speciellen Lage mittelst des von ihm ausgebildeten 
Abzählungskalküls bestimmt hat. Wenn auch die heutige Algebra 
die Durchführbarkeit der Eliminationsprocesse im Princip gewähr- 
leistet, so ist zum Beweise der Sätze der abzählenden Geometrie 
erheblich mehr erforderlich, nämlich die Durchfübrung der Elimi- 
nation bei besonders geformten Gleichungen in der Weise, daf 
der Grad der Endgleichungen und die Vielfachheit ihrer Tüsungen 
sich voraussehen läfit. 


16. Problem der Topologic algebraischer Curven und Flächen. 


Die Maximalzahl der geschlossenen und getrennt liegenden 
Züge, welche eine ebene algebraische Curve #ter Ordnung haben 
kann, ist von Harnack*) bestimmt worden; es entsteht die 
weitere Frage nach der gegenseitigen Lage der Curvenzüge in 
der Ebene. Was die Curven 6ter Ordnung angeht, so habe ich 
mich — freilich auf einem recht umständlichen Wege — davon 
überzeugt, daB die 11 Züge, die sie nach Harnack haben kann, 
keinesfalls sämtlich auBerhalb von einander verlaufen dürfen, son- 
dern daB ein Zug existiren muf, in dessen Innerem ein Zug und 
in dessen Acuferem neun Züge verlaufen oder umgekehrt. Æine 
gründliche Untersuchung der gegenscitigen Lage bei der Maximalzuhl 
von getrennten Zügen scheint mir cbenso sehr von Interesse zu sein, 
wie die entsprechende Untersuchung über dic Anzahl, Gestalt und 
Lage der Müntel einer algcbraiscehen Fläche im Raume ist doch 
bisher noch nicht cinmal bekannt, wievicl Mäntel eine Fläche 4 ter 


1) Kalkül der abzählenden Gcometrie. Leipzig 1879. 
2) Mathematische Annalen, Bd. 10. 
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Ordnung des dreidimensionalen Raumes im Maximum wirklich 
besitzt !). 

Im Anschluf an dieses rein algebraische Problem môchte ich 
eine Frage aufwerfen, die sich, wie mir scheint, mittelst der näm- 
lichen Methode der continuirlichen Coefficientenänderung in An- 
griff nehmen läfit, und deren Beantwortung für die Topologie der 
durch Differentialgleichungen definirten Curvenschaaren von ent- 
sprechender Bedeutung ist — nämlich die Frage nach der Maxi- 
malzahl und Lage der Poincaréschen Grenzcykeln (cycles limites) 
für eine Differentialyleichung erster Ordnung und ersten Grades von 
der Form: 

ii mis 

7 PRERES. € 
wo X, ŸY ganze rationale Funktionen #ten Grades in x, y sind, 
oder in homogener Schreibweise 


dz dy de dy dxz\ 
x 2 P+rCT &— )+2( dt 1%) = 0 
wo X, Y, Z ganze rationale homogene Functionen nten Grades 


von %, y, z bedeuten und diese als Funktionen des Parameters # 
zu bestimmen sind. 


17. Darstellung definiter Formen durch Quadrate. 


Definit heifit eine solche ganze rationale Funktion oder Form 
beliebig vicler Veränderlichen mit reellen Coefficienten, die für 
keine reellen Werte dieser Veränderlichen negativ ausfällt. Das 
System aller definiten Funktionen verhält sich invariant gegen- 
über den Operationen der Addition und der Multiplikation; aber 
auch der Quotient zwcier definiten Funktionen ist — sofern er 
eine ganze Funktion der Veränderlichen wird — eine definite 
Form. Das Quadrat einer jeden beliebigen Form ist offenbar 
stets eine definite Form; da aber, wie ich gezeigt habe?), nicht 
jede definite Form durch Addition aus Formenquadraten zusammen- 
gesetzt werden kann, so entsteht die Frage — die ich für den 
Fall ternärer Formen in bejahendem Sinne entschieden habe ?) —, 
ob nicht jede definite Form als Quotient von Summen von Formen- 
quadrulen CE werden kann. Zugleich ist es für gewisse 


1) Vgl. Rohn, Flächen vicrter Ordnung, Preisschriften der Fürstlich Jablo- 
nowskischen Gesellschaft, Leipzig 1886. 
2) Mathematische Annalen Bd. 32. 
3) Acta mathematica Bd. 17. 
1h 
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Fragen hinsichtlich der Môglichkeit gewisser geometrischer Con- 
struktionen wünschenswert, zu wissen, ob die Coefficienten der 
bei der Darstellung zu verwendenden Formen stets in demjenigen 
Rationalitätsbereiche angenommen werden dürfen, der durch die 
Coefficienten der dargestellten Form gegeben ist !). 


Ich nenne noch eine geometrische Aufgabe. 


18. Aufbau des Raumes aus congruenten Polyedern. 


Wenn man nach denjenigen Gruppen von Bewegungen in der 
Ebene fragt, für die ein Fundamentalbereich existirt, so fällt be- 
kanntlich die Antwort sehr verschieden aus, jenachdem die be- 
trachtete Ebene die Riemannsche (elliptische), Euklidische 
oder Lobatschefskiysche (hyperbolische) ist. Im Falle der 
elliptischen Ebene giebt es eine endliche Anzahl wesentlich ver- 
schiedener Arten von Fundamentalbereichen und es reicht eine 
endliche Anzahl von Exemplaren congruenter Bereiche zur 
lückenlosen Ueberdeckung der ganzen Ebene aus: die Gruppe be- 
steht eben nur aus einer endlichen Anzahl von Bewegungen. Im 
Falle der hyperbolischen Ebene giebt es eine unendliche Anzahl 
wesentlich verschiedener Arten von Fundamentalbereichen, näm- 
lich die bekannten Poincaréschen Polygone; zur lückenlosen 
Ueberdeckung der ÆEbene ist eine unendliche Anzahl von 
Exemplaren congruenter Bereiche notwendig. Der Fall der Eu- 
klidischen Ebene steht in der Mitte; denn in diesem Falle 
giebt es nur eine endliche Anzahl von wesentlich verschiedenen 
Arten von Bewegungsgruppen mit Fundamentalbereich; aber zur 
lückenlosen Ueberdeckung der ganzen Eebene ist eine unendliche 
Anzahl von Exemplaren congruenter Bereiche notwendig. 

Genau die entsprechenden Thatsachen gelten auch im drei- 
dimensionalen Raume. Die Thatsache der Endlichkeit der Be- 
wegungsgruppen im elliptischen Raume ist eine unmittelbare Folge 
eines fundamentalen Satzes von C. Jordan”), wonach die Anzahl 
der wesentlich verschiedenen Arten von endlichen Gruppen 
linearer Substitutionen mit » Veränderlichen eine gewisse endliche, 
von # abhängige Grenze nicht überschreitet. Die Bewegungs- 
gruppen mit Fundamentalbereich im hyperbolischen Raume sind 
von Fricke und Klein in den Vorlesungen über die Theorie 


1) Vgl. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899, Kap. VIT, ins- 
besondere $ 38. 

2) Journal für Mathematik, Bd. 84 (1578) und Atti della Reale Accademia 
di Napoli 1880, 
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der automorphen Funktionen') untersucht worden und endlich 
haben Fedorow*), Schoenflies*) und neuerdings Rohn‘) den Be- 
weis dafür erbracht, daB es im Euklidischen Raume nur eine 
endliche Zahl wesentlich verschiedener Arten von Bewegungsgruppen 
mit Fundamentalbereich giebt. Während nun die den elliptischen und 
hyperbolischen Raum betreffenden Resultate und Beweismethoden 
unmittelbar auch für den #-dimensionalen Raum Geltung haben, 
so scheint die Verallgemeinerung des den Euklidischen Raum be- 
treffenden Satzes erhebliche Schwierigkeiten zu bieten und es ist 
daher die Untersuchung der Frage wünschenswert, ob es auch im 
n-dimensionalen Euklidischen Raume nur eine en dliche Anzahl 
wesentlich verschicdener Arten von Bewegungsgruppen mit Funda- 
mentalbereich giebt. 

Ein Fundamentalbereich einer jeden Bewegungsgruppe zu- 
sammen mit den congruenten aus der Gruppe entspringenden Be- 
reichen liefert offenbar eine lückenlose Ueberdeckung des Raumes. 
Es erhebt sich die Frage, ob ferner auch solche Polyeder existiren, die 
nicht als Fundamentalberciche von Bewcgungsgruppen auftreten und 
mattelst derer dennoch durch geeignete Ancinanderlagerung congruenter 
Exemplare cine lückenlose Lrfüllung des ganzen Raumes müglich ist. 
Ich weise auf die hiermit in Zusammenhang stehende, für die Zahlen- 
theorie wichtige und viclleicht auch der Physik und Chemie ein- 
mal Nutzen bringende Frage hin, wie man unendlich viele Kôrper 
von der gleichen vorgeschriebenen Gestalt, etwa Kugeln mit ge- 
gebenem Radius oder reguläre Tetracter mit gegebener Kante 
(bez. in vorgeschriebener Stellung) im Raume am dichtesten cin- 
betten, d.h. so lagern kann, dafi das Verhältnis des erfüllten 
Raumes zum nichterfüllten Raume müglichst gro8 ausfällt. 


Ucberblicken wir die Entwickelung der Theorie der Func- 
tionen im letzten Jahrhundert, so bemerken wir vor Allem die 
fundamentale Rolle derjenigen Klasse von Functionen, die wir 
heute als analytische Functionen bezeichnen — eine Klasse von 
Functionen, die wohl dauernd im Mittelpunkt des mathematischen 
Interesses stehen wird. 

Wir künnten nach schr verschicdenen Gesichtspunkten aus 
der Fülle aller denkbaren Functionen umfassende Klassen heraus- 


1) Leipzig 1897. Vgl. insbesondere Abschnitt 1, Kap. 2—3. 
2) Symmetrie der regelmäfigen Systeme von Kiguren 1890. 
3) Krystallsysteme und Krystallstructur, Leipzig 1891. 

4) Mathematische Annalen Bd. 53. 
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heben, die einer besonders eingehenden Untersuchang würdig sind. 
Betrachten wir beispielsweise die Klasse derjenigen Functionen, 
die sich durch gewühnliche oder partielle algebra- 
ische Differentialgleichungen charakterisiren las- 
sen. In dieser Klasse von Functionen kommen, wie wir sofort be- 
merken, gerade solche Functionen nicht vor, die aus der Zahlen- 
theorie stammen und deren Erforschung für uns von hüchster 
Wichtigkeit ist. Beispielsweise genügt die schon früher erwähnte 
Function £(s) keiner algebraischen Differentialgleichung, wie man 
leicht mit Hülfe der bekannten Relation zwischen £(s) und £(1— 5) 
erkennen kann, wenn man den von Hülder') bewiesenen Satz 
benutzt, daf die Function l'(x) keine algebraische Differential- 
gleichung befriedigt. Ferner genügt die durch die unendliche Reïhe 


3 da“ 


4: 


E(s, 2) = 2+ 5 ++ 


DE gs +. 


definirte Function der beiden Veränderlichen s und x, die mit 
jener Function 6(s) in enger Bezichung steht, wahrschemlich 
keiner partiellen algebraischen Differentialgleichung ; bei der Unter- 
suchung dieser Frage wird man die Functionalgleichung zu be- 
nutzen haben: 


s HU) — 6($- 1, &) 


Wenn wir andrerscits, was aus arithmetischen und gcometri- 
schen Gründen nahe liegt, die Klasse aller derjenigen Functionen 
betrachten, welche stetig und unbegrenzt differenzir- 
bar sind, so würden wir bei deren Untersuchung auf das gefügige 
Werkzeug der Potenzreihe und auf den Umstand verzichten 
müssen, daB die Function durch die Wertezuordnung in jedem be- 
liebig kleinen Gebict vüllig bestimmt ist. Wüährend also die vo- 
rige Abgrenzung des Functionsgebictes zu eng war, erscheint uns 
diese als zu weit. 

Der Begriff der analytischen Function dagegen nimmt in 
sich den ganzen Reichtum der für die Wissenschaft wichtigsten 
Functionen auf, mügen sie aus der Zahlentheorie, aus der Fheorie 
der Differentialgleichungen oder der algebraischen Functionalglei- 
chungen, mügen sie aus der Gcometrie oder der mathematischen 
Physik stammen; und so führt mit Recht die analytische Func- 
tion im Reiche der Functionen die unbedingte Herrschaft. 


1) Mathematische Annalen, Bd. 23. 


6) € 
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19. Sind die Lüsungen regulärer Variationsprobleme stets notwendig analytisch ? 


Eine der begrifflich merkwürdigsten Thatsachen in den Ele- 
menten der Theorie der analytischen Functionen erblicke ich dar- 
in, daf es partielle Differentialgleichungen giebt, deren Integrale 
sämtlich notwendig analytische Functionen der unabhän- 
gigen Variabeln sind, die also, kurz gesagt, nur analytischer Lü- 
sungen fähig sind. Die bekanntesten partiellen Differentialglei- 
chungen dieser Art sind die Potentialgleichung 


und gewisse von Picard’) untersuchte lineare Differentialglei- 
chungen, ferner die Differentialgleichung 


die partielle Differentialgleichung der Minimalfläche und andere. 
Die Mehrzahl dieser partiellen Differentialgleichungen haben als 
Merkmal miteinander gemein, daf sie die Lagrangeschen Diffe- 
rentialgleichungen gewisser Variationsprobleme sind und zwar sol- 
cher Variationsprobleme 


[FE 4, 2; x, y)dxdy — Minimum, 02 Ôz 


| a =. 


bei denen für alle in Frage kommenden Argumente die Unglei- 
chung 


OF EF /[oF 
ôp® Ôg° aire 


git, während F selbst eine analytische Function ist. Wir wollen 
ein solches Variationsproblem ein reguläres Variationsproblem 
nennen. Die regulären Variationsprobleme sind es vornehmlich, 
die in der Geometrie, Mechanik und mathematischen Physik eine 
Rolle spielen, und es liegt die Frage nahe, ob alle Lôsungen re- 
gulärer Variationsprobleme stets notwendig analytische Func- 
tionen sein müssen, d. h. ob jele Layrangesche partielle Differen- 
halgleichung eines regulüren Vuriationsproblems die Eïgenschaft hat, 
daf sie nur analytische Integrule zulüfft — selbst wenn man, wic 
bei dem Dirichletschen Potentialprobleme, der Function irgend 
welche stetige, aber nicht analytische Randwerte aufzwingt. 


] =0 


1) Journal de l’École Polytechnique 1890. 
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Ich bemerke noch, da es beispielsweise Flächen von neg a- 
tiver constanter Gaussscher Krümmung giebt, die durch ste- 
tige und fortgesetzt differenzirbare, aber nicht analytische Func- 
tionen dargestellt werden, während wabrscheinlich jede Fläche 
von positiver constanter Gaussscher Krümmung stets not- 
wendig eine analytische Fläche sein muf. Bekanntlich stehen ja 
auch die Flächen positiver constanter Krümmung in engster Ver- 
bindung mit dem regulären Variationsproblem, durch eine ge- 
schlossene Raumcurve eine Fläche kleinsten Flächeninhaltes zu 
legen, die mit einer festen Fläche durch die nämliche Raumeurve 
ein gegebenes Volumen abschlieft. 


20. Allgemeines Randwertproblem. 

Ein wichtiges Problem, welches mit dem eben genannten in 
engem Zusammenhange steht, ist die Frage nach der Existenz von 
Lôüsungen von partiellen Differentialgleichungen mit vorgeschriebe- 
nen Randwerten. Die scharfsinnigen Methoden von H. A. Schwarz, 
C. Neumann und Poincaré haben dieses Problem für die Diffe- 
rentialgleichung des Potentials im Wesentlichen gelôst, doch er- 
scheinen diese Methoden im Allgemeinen nicht unmittelbar der 
Ausdehnung fähig auf den Fall, indem am Rande die Differen- 
tialquotienten oder Beziehungen zwischen diesen und den Werten 
der Function vorgeschrieben sind, oder wenn es sich nicht um Po- 
tentialflächen handelt, sondern etwa nach Flächen kleinsten Flächen- 
inhalts oder nach Flächen mit constanter positiver Gaussscher 
Krümmung gefragt wird, die durch eine vorgelegte Raumecurve 
hindurch laufen oder über eine gegebene Ringfläche zu spannen 
sind. Ich bin überzeugt, daf es müglich sein wird, diese Existenz- 
beweise durch einen allgemeinen Grundgedanken zu führen, auf 
den das Dirichletsche Princip hinweist und der uns dann 
vielleicht in den Stand setzen wird, der Frage näher zu treten, 
ob nicht jedes regulüre Variationsproblem eine Lüsung besitzt, sobald 
hinsichtlich der gegebenen Grenzbedingungen gewisse Annahmen — etwa 
die Stetigkeit und stückweise üftere Differenziirbarkeit, der für die 
Randbedingungen maBgebenden Functionen — erfüllt sind und nôti- 
genfalls der Begriff der Lüsung cine sinngemäfle Erweiterung erführt !). 


21. Beweis der ŒExistenz linearer Differentialgleichungen mit vorgeschriebener 
Monodromiegruppe. 
Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit 
einer unabhängigen Veränderlichen # müchte ich auf ein wichtiges 
1) Vgl meinen Vortrag über das Dirichletsche Princip. Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung VIII 1900, S. 184. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1900. Heft 8. 21 
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Problem binweisen, welches wohl bercits Riemann im Sinne ge- 
habt hat, und welches darin besteht, zu zeigen, daB es stets eine 
lineare Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse mit gegebenen 
singulären Stellen und einer gegebenen Monodromiegruppe giebt. Die 
Aufgabe verlangt also die Auffindung von # Functionen der Va- 
riabeln z, die sich überall in der complexen +-Ebene regulär ver- 
halten, auBer etwa in den gegebenen singulären Stellen: in diesen 
dürfen sie nur von endlich hoher Ordnung unendlich werden und 
beim Umlauf der Variabeln z um dieselben erfahren sie die gege- 
benen linearen Substitutionen. Die Existenz solcher Differen- 
tialgleichungen ist durch Constantenzählung wahrscheinlich gemacht 
worden, doch gelang der strenge Beweis bisher nur in dem be- 
sonderen Falle, wo die Wurzeln der Fundamentalgleichungen der 
gegebenen Substitutionen sämtlich vom absoluten Betrage 1 sind. 
Diesen Beweis hat L. Schlesinger’') auf Grund der Poin- 
caréschen Theorie der Fuchsschen £-Functionen erbracht. 
Es wiürde offenbar die Theorie der linearen Differentialgleichungen 
ein wesentlich abgeschlosseneres Bild zeigen, wenn die allgemeine 
Erledigung des bezeichneten Problems gelänge. 


22. Uniformisirung analytischer Bezichungen mittelst automorpher Functionen. 


Wie Poincaré zucrst bewiesen hat, gelingt die Uniformi- 
sirung einer beliebigen algebraïischen Beziehung zwischen zwei 
Variabeln stets durch automorphe Functionen einer Variabeln; 
d.h. wenn cine belichige algcbraische Gleichung zwischen zwei 
Variabeln vorgelegt ist, so lassen sich für dieselben stets solche 
eindeutigen automorphen Functionen ciner Variabeln findeu, nach 
deren Einsetzung die algebraische Gleichung identisch in dieser 
Variabeln erfüllt ist. Die Vcrallgemeincrung dieses fundamen- 
talen Satzes auf nicht algebraische, sondern belicbige analytische 
Bezichungen zwischen zwei Variabeln hat Poincaré”) ebenfalls 
mit Erfolg in Angriff genommen und zwar auf cinem vüllig an- 
deren Wege als derjenige war, der ihn bei dem anfangs genannten 
specicllen Probleme zum Ziele führte. Aus Poincarés Bewecis 
für die Môglichkeit der Uniformisirung einer belichigen analy- 
tischen Bezichung zwischen zwei Variabeln geht jedoch noch nicht 
hervor, ob es môüglich ist, die eindeutigen Functionen der neuen 
Variabeln so zu wählen, da, während diese Variabele das r c- 

1) Handbuch der T'heorie der lincaren Differentialgleichungen, Bd. 2, Teil 2 
No. 366. 

2) Bulletin de la Société Mathématique de France XI. 1883. 
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guläre Gebiet jener Functionen durchläuft, auch wirklich die 
Gesamtheit aller regulären Stellen des vorgelegten analytischen 
Gebildes zur Darstellung gelangt. Vielmehr scheinen in Poin- 
carés Untersuchungen, abgesehen von den Verzweigungspunkten, 
noch gewisse andere im Allgemeinen unendlichviele diskrete Stellen 
vorgelegten analytischen Gebildes ausgenommen zu sein, zu denen 
man nur gelangt, indem man die neue Variable gewissen Grenzstellen 
der Functionen nähert. Eine Klürung und Lüsung dicser Schwierig- 
keit scheint mir in Anbetracht der fundamentalen Bedeutung der 
Poincaréschen Fragestclung äuferst winschenswert. 

Im Anschluf an dieses Problem bietet sich das Problem der 
Uniformisirung einer algebraischen oder beliebigen analytischen 
Bezichung zwischen drei oder mehr complexen Veränderlichen 
— ein Problem, das bekanntlich in zahlreichen besonderen Fällen 
lôsbar ist, und für welches die neueren Untersuchungen von Pi- 
card über algebraische Functionen von zwei Variabeln als will- 
kommene und bedeutsame Vorarbeiten in Anspruch zu nehmen sind. 


23. Weiterführung der Methoden der Variationsrechnung. 


Bisher habe ich im Allgemeinen môüglichst bestimmte und spe- 
cielle Probleme genannt, in der Erwägung, daB es gerade die be- 
stimmten und speciellen Probleme sind, die uns am meiïsten an- 
ziehen und von denen oft der nachhaltigste Einfluf auf die Ge- 
samtwissenschaft ausgeht. Dennoch môchte ich mit einem allge- 
meinen Probleme schlieBen, nämlich mit dem Hinweise auf eine 
Disciplin, die bereits mehrmals in meinem Vortrage Erwähnung 
fand — eine Disciplin, die trotz der erheblichen Fôürderung, die 
sie in neuerer Zeit durch Weierstrass erfahren hat, dennoch 
nicht die allgemeine Schätzung genieft, die ïihr meiner Ansicht 
nach zukommt — ich meine die Vuriationsrechnung ). 

Die Variationsrechnung im weitesten Sinne ist die Lehre vom 
Variren der Functionen und erscheint uns als solche wie eine 
denknotwendige Fortsetzung der Differential- und Integralrech- 
nung. So aufgefaft, bilden beispielsweise die Poincaréschen 
Untersuchungen über das Dreikürperproblem ein Kapitel der Va- 
riationsrechnung, insofern darin Poincaré aus bekannten Babn- 
curven von gewisser Beschaffenheit durch das Princip des Va- 
rürens neue Bahncurven von ähnlicher Beschaffenheit ableitet. 


1) Lehrbücber sind: Moigno-Lindelüf ,Leçons du caleul des variations“, 
Paris 1861 und A. Kneser, ,Lehrbuch der Variationsrechnung“, Braunschweig 
1900, 
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Den am Anfange meines Vortrags gemachten allgemeinen Be- 
merkungen über Variationsrechnung füge ich hier eine kurze Be- 
gründung hinzu. 

Das einfachste Problem der eïigentlichen Variationsrechnung 
besteht bekanntlich darin, eine Funktion y der Veränderlichen x 
derart zu finden, daf das bestimmte Integral 


> d 
J = JFG. y; æ)da, Lo. = | 


einen Minimalwert erhält im Vergleich zu denjenigen Werten, 
die das Integral annimmt, wenn wir statt y andere Funktionen 
von æ mit den nämlichen gegebenen Anfangs- und Endwerten in 
das bestimmte Integral einsetzen. Das Verschwinden der ersten 
Variation im üblichen Sinne 


TJ = 0 


liefert für die gesuchte Funktion y die bekannte Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 


ar, FE __0F RCE 
(De RTE fe Dr Donne se 


Um nun des Näheren die notwendigen und hinreichenden Kriterien 
für das Eintreten des verlangten Minimums zu untersuchen, be- 
trachten wir das Integral 


FE S'IF+G.-DF, dx 


F = F(p,y;ax), F, — FU 45 2) 

P 
und fragen, wie darin p als Funktion von x,y zu 
nehmenist, damit der Wert dieses Integrals J* von 
dem Integrationswege d.h. von der Wahl der Funk- 
tion y der Variabeln x unabhängig wird. Das Integral 
J* hat die Form 


J* = [ {4y,—B}d, 


wo À und B nicht y, enthalten, und das Verschwinden der ersten 
Variation 
oJ* = 0 


in dem Sinne, den die neue Fragestellung erfordert, liefert die 
Gleichung 
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0A Ô0B 
RAT Sy = 0 
d. h. wir erhalten für die Funktion » der beiden Veränderlichen 
æ, y die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
oF, Ô(pF,—F) 
Fan = 0, 


LR RE À 


a £ 


Die gewühnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) und 
die ebengefundene partielle Differentialgleichung (1*) stehen zu 
einander in engster Beziehung. Diese Beziehung wird uns un- 
mittelbar deutlich durch die folgende einfache Umformung : 


b 
SJ* = | {F,ôy+F,0p+(0y.—0p)F,+(y,—p»)8F,| dx 


a 


= J'\F,ôy+80.F,+(0.—20)87,] dx 


b 
— dJ+[ (y,—p»)0F, dx. 


Wir entnehmen nämlich hieraus folgende Thatsachen: wenn 
wir uns irgend eine einfache Schaar von Integralcurven der 
gewôhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) verschaffen 
und dann eine gewühnliche Differentialgleichung erster Ordnung 


(2) y, = p(x, ÿ) 


bilden, die diese Integralcurven ebenfalls als Lüsungen zuläfit, so 
ist stets die Funktion p(x, y) ein Integral der partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung (1*); und umgekehrt, wenn p (x, y) 
irgend eine Lüsung der partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung (1*) bedeutet, so sind die sämtlichen nicht singulären In- 
tegrale der gewühnlichen Differentialgleichung erster Ordnung (2) 
zugleich Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung (1); 
oder kurz ausgedrückt: wenn y, — p(x, y) eine Integralgleichung 
erster Ordnung der Differentialgleichung zweïiter Ordnung (1) ist, 
so stellt p(x, y) ein Integral der partiellen Differentialgleichung 
(1*) dar und umgekehrt; die Integralcurven der gewühnlichen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) sind also zugleich die 
Charakteristiken der partiellen Differentialgleichnng erster Ord- 
nung (1*). 

In dem vorliegenden Falle finden wir das nämliche Resultat 
auch mittelst einer einfachen Rechnung; diese liefert uns nüm- 
lich die in Rede stehenden Differentialgleichungen (1) bez. (1*) in 


294 D. Hilbert, 
der Gestalt 


(1) Yes Eyays Ye Eyeu + Fyoz = E, = 0 
bez. 
(1*) (p.+p2,)F,+nF,+F,.-F, = 0, 


wo die unteren Indices in leichtverständlicher Schreibweise die 
partiellen Ableitungen nach x, y, p, y, bedeuten. Hieraus leuchtet 
die Richtigkeit der behaupteten Beziehung ein. 

Die vorhin aufgestellte und soeben bewiesene enge Beziehung 
zwischen der gewôhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(1) und der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (1*) 
ist, wie mir scheint, für die Variationsrechnung von grundlegen- 
der Bedeutung. Denn wegen der Unabhängigkeit des Integrales 
J* vom Integrationswege folgt nunmebr 


@ S'FO+0.-0F, (à = f'FGe, 


wenn wir das Integral linker Hand auf irgend einem Wege y und 
das Integral rechter Hand auf einer Integralcurve y der Diffe- 
rentialgleichung 


y, SE p (x, y) 1 
genommen denken. Mit Hülfe der (Gleichung (3) gelangen wir zu 
der Weierstrass’schen Formel 


b U] = d 
Gr A J'roDr-f Fès = J Et, dr 


wo Æ den von den 4 Argumenten y,,p, y,« abhängigen Weier- 
strass’schen Ausdruck 


E(y,,») = F(y)-F(p)—(y.—p)?F,(») 


bezeichnet. Da es hiernach lediglich darauf ankommt, die in Rede 
stehende Integralcurve y in der xy-Ebene auf eindeutige und ste- 
tige Weise mit Werten einer entsprechenden Integralfunktion 
p(x, y) zu umgeben, so führen die eben angedeuteten Entwicke- 
lungen unmittelbar — ohne Heranziehung der zweiten Variation 
sondern allein durch Anwendung des Polarenprocesses auf die Dif- 
ferentialgleichung (1) — zur Aufstellung der Jacobi schen Be- 
dingung und zur Beantwortung der Frage, inwiefern diese Ja- 
cobische Bedingung im Verein mit der Weierstrass’schen 
Bedingung Æ —0 für das Eintreten eines Minimums notwendig 
und hinreichend ist. 
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Die angedeuteten Entwickelungen lassen sich, ohne daB eine 
weiïtere Rechnung nôtig wäre, auf den Fall zweier oder mehr ge- 
suchter Funktionen, sowie auf den Fall eines Doppel- oder mehr- 
fachen Integrals übertragen. So liefert beispielsweise im Fall 
des über ein gegebenes Gebiet æ© zu erstreckenden Doppelintegrals 


J'= [F(e, 2, 2; x, y) dœ Le = à ,= + 


das im üblichen Sinne zu verstehende Verschwinden der ersten 
Variation 
dJ = 0 


für die gesuchte Funktion z von x,y die bekannte Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


MoN, en eler Praha re my Nor 
D ete Fe 0 Eu = 2 F,= + = 


Andererseits betrachten wir das Integral 


J* = fiF+(e-p)F,+(2,—0)F,] da, 

OF(p, Q, 4; x, y) OF(p, q, 2; x, y) 
[F— F(p, q, 2; x, y), PE ie pda Fi 8 8 
und fragen, wie darin p und q als Funktionen von 
4,y,2z zu nehmen sind, damit der Wert dieses Inte- 
grals von der Wahl der durch die gegebene geschlos- 
sene Raumeurve gelegten Fläche d.h. von der Wahl 
der Funktion z der Variabeln x, y unabhängig wird. 
Das Integral J* hat die Form 


J* — fiA2,+ Be, —C\do 
und das Verschwinden der crsten Variation 
JJ* — 0 


in dem Sinne, den die neue Fragestellung crfordert, liefert die 
Gleichung 

94, 01,00 

PR 
d.h. wir crhalten für die Funktionen p und q der drei Variabeln 
æ, y, z dic Differentialgleichung erster Ordnung 


044 x0 Pa nr El) _ 
(T*) dx. <F op es a SEL dz cs 0. 
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Fügen wir zu dieser Differentialgleichung noch die aus den Glei- 
chungen 
ES p(x, Y; &), = (x, Y; 2) 
resultirende partielle Differentialgleichung 


(E*) _P,+9P, = q,+pa, 


hinzu, so stehen die partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung (1) für die Funktion z der zwei Veränderlichen x, y und das 
simultane System der zwei partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung (1*) für die zwei Funktionen » und q der drei Veränder- 
lichen x, y, z zu einander genau in der analogen Beziehung, wie 
vorhin im Falle eines einfachen Integrals die Differentialglei- 
chungen (1) und (1*). 

Wegen der Unabhängigkeit des Integrals J* von der Wahl 
der Integrationsfläche z folgt: 


JF, 9)+(e,-9)E,(», 9) +(e,—09E,(», 9)} do = [F(. 2,)do, 


wenn wir das Integral rechter Hand auf einer Integralfläche z 
der partiellen Differentialgleichungen 


z, = p(x, y, 2), 8, = (x, y, 2) 
genommen denken und mit Hülfe dieser Formel gelangen wir 
dann sofort zu der Formel 


AV) JFG e)do-[F(e., s)do = JE(., 2, p, dde 
E(e,,2,,p,9) = Fe, 2,)—F(p, 9) —(e.-p)F,(p, 9)—(e,—9)F{p, 9), 
die für die Variation der Doppelintegrale die nämliche Rolle 
spielt, wie die vorhin angegebene Formel (4) für die einfachen In- 
tegrale und mit deren Hülfe wir wiederum die Frage beantworten 
kônnen, inwiefern die Jacobische Bedingung im Verein mit 
der Weierstrassschen Bedingung Æ — 0 für das Eintreten 
eines Minimums notwendig und hinreichend ist. 


Die genannten Probleme sind nur Proben von Problemen; 
sie genügen jedoch, um uns vor Augen zu führen, wie reich, 
wie mannigfach und wie ausgedehnt die mathematische Wissen- 
schaft schon heute ist und es drängt sich uns die Frage auf, 
ob der Mathematik einst bevorsteht, was anderen Wissen- 
schaften längst widerfahren ist, nämlich da sie in einzelne Teil- 
wissenschaften zerfällt, deren Vertreter kaum noch einander ver- 
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stehen und deren Zusammenhang daher immer loser wird. Ich 
glaube und wünsche dies nicht; die mathematische Wissenschaft 
ist meiner Ansicht nach ein unteilbares Ganze, ein Organismus, 
dessen Lebensfähigkeit durch den Zusammenhang seiner Teile 
bedingt wird. Denn bei aller Verschiedenheit des mathematischen 
Wissenstoffes im Einzelnen, gewahren wir doch sehr deutlich die 
Gleichheit der logischen Hülfsmittel, die Verwandtschaft der Ideen- 
bildungen in der ganzen Mathematik und die zahlreichen Analogieen 
in ihren verschiedenen Wissensgebieten. Auch bemerken wir: je 
weiter eine mathematische Theorie ausgebildet wird, desto harmo- 
nischer und eïinheitlicher gestaltet sich ihr Aufbau und ungeahnte 
Beziehungen zwischen bisher getrennten Wissenszweigen werden . 
entdeckt. So kommt es, daB mit der Ausdehnung der Mathematik 
ihr einheitlicher Charakter nicht verloren geht, sondern desto deut- 
licher offenbar wird. 

Aber — so fragen wir — wird es bei der Ausdehnung des 
mathematischen Wissens für den einzelnen Forscher nicht schlieB- 
lich unmôglich, alle Teile dieses Wissens zu umfassen? Ich môchte 
als Antwort darauf hinweisen, wie sehr es im Wesen der mathe- 
matischen Wissenschaft liegt, daB jeder wirkliche Fortschritt stets 
Hand in Hand geht mit der Auffindung schärferer Hülfsmittel 
und einfacherer Methoden, die zugleich das Verständnis früherer 
Theorieen erleichtern und umständliche ältere Entwickelungen be- 
seitigen und daB es daher dem einzelnen Forscher, indem er sich 
diese schärferen Hülfsmittel und einfacheren Methoden zu eigen 
macht, leichter gelingt, sich in den verschiedenen Wissenszweigen 
der Mathematik zu orientiren als dies für irgend eine andere 
Wissenschaft der Fall ist. 

Der eiïnheïtliche Charakter der Mathematik liegt im inneren 
Wesen dieser Wissenschaft begründet; denn die Mathematik ist 
die Grundlage alles exacten naturwissenschaftlichen Erkennens. 
Damit sie diese hohe Bestimmung vollkommen erfülle, môügen ibr 
im neuen Jahrhundert geniale Meister erstehen und zahlreiche in 
cdlem Eiïfer erglühende Jünger ! 


Ueber die Transformation einer Hermiteschen 
Form von nicht verschwindender Determinante 
in sich. 


Von 
Alfred Loewy in Freiburg i. B. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 30. Juni 1900. 


Der Zweck der folgenden Zeilen ist es, den tieferen Grund 
für den von mir in einem Briefe an Herrn F. Klein’) bereits 
zur Sprache gebrachten Zusammenhang des Problems der Trans- 
formation einer Hermiteschen Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich durch lineare conjugirt imaginäre Substitu- 
tionen (Specialfall: reelle lineare Substitution der re- 
ellen quadratischen Form von nicht verschwindender 
Determinante) mit der Aufsuchung der Elementartheiler der 
Determinante einer Schaar Hermitescher Formen darzulegen. Die 
hier vorliegenden Ueberlegungen ergeben unter Voraussetzung des 
zuerst in dem erwähnten Briefe mitgetheilten und dann von mir 
in Crelles Journal, Bd. 122, p. 69 noch weitergehend bewiesenen 
folgenden Satzes: 

)L Ist S eine Hermitesche Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik 
g, so genügen die Elementartheilerexponenten der 
Determinante der Formenschaar wS—}H, wobei uw einen 
Parameter, H eine beliebige Hermitesche Form von 
verschwindender oder nicht verschwindender De- 


1) A. Loewy, Ucber dic Charakteristik einer reellen quadratischen Form 
von nicht verschwindender Determinante. Math. Annalen, Bd. 52, p. 588. 
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terminante bedeuten, der Ungleichheit: 
d=s+2E($) 


Hierbeiist 2s die Summe der Exponenten aller Ele- 
mentartheiler, die für einen imaginären Werth des 
u verschwinden; k durchläuft in der obigen Summe 
die Exponenten aller Elementartheiler, die von 


einem reellen Werth des uw annullirt werden; E(:) 


bedeutet die grôBte in .. enthaltene ganze Zahl,“ 
einen neuen einfachen Beweis für den Satz!: 

»IL Führteine lineare Substitution À gemein- 
sam mit ihrer conjugirt imaginären eine Hermi- 
tesche Form S von nicht verschwindender Deter- 
minante in sich über und ist 2s die Summe der Ex- 
ponenten aller derjenigen Elementartheiler der 
charakteristischen Function der linearen Substi- 
tation À, welche für GrôBen, die nicht den abso- 
luten Betrag 1 haben, verschwinden, so kann die 
Zahl s+2E(%:) niemals grôBer sein, als die Charak- 
teristik g' der Hermiteschen Form S; in der Summe 
durchläuft , die Exponenten sämmtlicher Elemen- 
tartheiler der charakteristischen Funktion der Sub- 
stitution À, welche für GrôBen vom absoluten Be- 


trage 1 verschwinden. E(*) bedeutet die grôBte in 


(&) enthaltene ganze Zahl. 


h « 
g'=5,+ 2E (+) 


Bei Voraussetzung des Theoremes IT kônnen die folgenden 
Betrachtungen auch als Beweis des Satzes I angesehen werden. 

Nach der schon unter dem Text citirten Arbeit in den math. 
Annalen Bd.50, $4 (Nova Acta Leopoldina, Bd.71, p.393) ist 
jede Substitution À, welche mit ihrer conjugirt imaginären eine 


1) A. Loewy, Ueber bilinearce Formen mit conjugirt imaginären Variablen, 
Math. Annalen, Bd. 50, p. 563, sowie Nova Acta Leopoldina, Bd. 71, p.896; am 
letzteren Ort findet man auch einen Bewcis des Thcorems. 


PL 


800 A. Loewy, 


Hermitesche Form S von nicht verschwindender Determinante in 
sich überführt, von der Form: 


A = e"(S+ Ty1.(S—T): 


hierbeï ist T eine beliebige Form, welche nur an die Bedingung 
T' = = T geknüpft ist; g bedeutet eine beliebige reelle Zahl, e 
ist die Exponentielle, à — Ÿ—1:)}. Versteht man unter @ einen 
variablen Parameter, Æ in bekannter Weise Zx,x,, so wird die 
charakteristische Funktion von À, d. h.: 


0E—A = çE—e" ?(S+TY1.(S—T) 
= (S+T) '[e(S+T)—e"?(S—T)] 
= (S+T)*.[(e—e 7) S+(e+e ?)T] 
Diese Gleichung findet sich auch in einem Briefe vom 
2. April 1900, den Herr Bromwich aus Cambridge an mich 
richtete; Herr Bromwich suchte für den Satz II einen neuen 
Beweis zu erbringen, der sich jedoch nicht als einwandsfrei erwies. 
Dieses Schreiben gab mir die Anregung, mich von neuem mit 
diesen Fragen zu beschäftigen. É. 
Jede Form 7, welche der Bedingung 2 — — 7 genügt, ist 
gleich iH, wobei à — V—1 und Æ eine Hermitesche Form (H' — H) 
bedeutet; daher wird: 


eE—A = (S+Ty'[(o—e"?)S+i(o+e"?) H]. 


Setzt man 
n— Fe “e) 1, 
oe+c 


so entspricht jedem Elementartheiler (o—e,)* der Determinante 
o E— À ein mit demselben Exponenten e, behafteter Elementar- 


theiler (u— u,)* der Determinante von uS—H; hierbei ist 


HS = 
& —= - ip t. 
re 


Bezecichnet man mit uw, bezüglich ©, die zu w, und 6, conjugirt 
imaginären Werthe, so folgt: falls u, = u,, so wird @,.0, = 1 


1) Ich mochte noch hervorheben, daB auch in dem Specialfall, falls $ eine 
reclle quadratische Form ist, jede reelle lincare Transformation, welche S in 
sich überfübrt, ausnahmslos von der obigen ‘orm ist. 


ven 
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und umgekehrt, wenn @,.0, — 1, so wird u, — w,. (Genau die- 
selbe Rolle also, welche bei dem einen Problem die reellen Ele- 
mentartheiler spielen, kommt bei dem anderen denen zu, welche 
für GrôBen vom absoluten Betrage 1 verschwinden. (Math. Annalen, 
Bd. 52, p.590). Mithin folgt aus dem Satze I der Satz II und 
umgekehrt. 

Wir wollen jetzt den Satz I in der erweiterten Fassung, wie 
er in Crelles Journ., Bd. 122, p. 69 zu finden ist, annehmen: 

Ist Æ eine Hermitesche Form von verschwindender oder nicht 
verschwindender Determinante mit der Charakteristik q, so ge- 
nügen die Elementartheilerexponenten der Determinante von uS— H, 
wobei $S eine Hermitesche Form von nicht verschwindender Deter- 
minante bedeutet und w ein variabler Parameter ist, der Un- 
gleichheit : 


! 
a=s+28(5)+28(). 


Hierbei ist 2s die Summe der Exponenten aller Elementar- 
theiler, die für einen imaginären Werth des w verschwinden; 
h durchläuft in der obigen Summe die Exponenten aller Elementar- 
theiler, die durch einen reellen, von Null verschiedenen Werth 
des g annullirt werden, und k' nimmt die Werthe der Exponenten 


aller Elementartheiler, die für w — O0 verschwinden, an. E(;) 


! ! 

bedeutet die grôite in de Es) die grüfite in 2 
tene ganze Zahl. Die Anzahl der für uw — O0 verschwindenden 
Elementartheiler ist unabhängig von S und gleich dem Defect 
d — n—7r von H; n bedeutet dabei die Variablenzahl in $, r den 
Rang von H. 

Mit Hülfe dieses soeben angegebenen Satzes kann man auch 
den Effect der Einwirkung der Charakteristik von H auf die 
Elementartheilerexponenten der Determinante von eE—A, wobei 


A = e°(S+ Tÿ'(S—T) und T — iH ist, beurtheilen; den Ele- 
mentartheilern von uw S—H, welche für uw — 0 verschwinden, ent- 
p 


enthal- 


sprechen solche von 6e E—A, welche für 9 = e  verschwinden. 


Daher folgt : 
Ist 4 = e°"(S+T)'(S—T), wobei T —iHist und I 
eine Hermitesche Form von verschwindender oder 


nicht verschwindender Determinante mit der Cha- 
rakteristik g, und dem Defect d bedeutet, so gilt für 
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die Elementartheilerexponenten der vorgelegten 
Substitution À, welche die Hermitesche Form S von 
nicht verschwindender Determinante in sich über- 
führt!), die Ungleichung: 


azs+22(à)+2E(4). 


2 


Hierbei hat s, dieselbe Bedeutung wie im Satze Il; 
h, durchläuft in der obigen Summe die Exponenten 
aller Elementartheiler der charakteristischen 
Funktion von À, welche für Werthe vom absoluten 


Û 0 . Ê Ê 
Betrage 1, die von e*" verschieden sind, verschwinden; 


h, nimmt die Werthe der Exponenten aller derje- 
pi 


nigen Elementartheiler, die vone” annullirt werden, 


a n. 


1) Die Substitution À transformirt in Verbindung mit ibrer conjugirt ima- 
ginären stets S in sich und jede Substitution, welche $ in sich überführt, kann 
in die Form À gebracht werden. 


Die automorphen Elementarformen. 
Von 
Robert Fricke in Braunschweig. 
Vorgelegt von F. Kleïn in der Sitzung vom 14. Juli 1900, 


Die Sätze Poincaré's über die Darstellung der automorphen 
Formen durch die von ihm eingeführten Reiïhen sind von E. Ritter!) 
aufs neue bearbeitet. Ritter schlägt hierbei einen zu Poincaré’s 
eigener Entwicklung entgegengesetzten Weg ein, insofern er die 
Elementarform, welche bei Poincaré als ,element simple“ am Schluf 
einer längeren analytischen Untersuchung gewonnen wird, an die 
Spitze der ganzen Entwicklang stellt. 

Die Elementarform ist von zwei Stellen &, £ des automorphen 
Gebildes abhängig, welches letztere dem Geschlechte null angehôüre. 
Sie ist genauer gesprochen von zwei Variabelenpaaren 6,, &, und 
Ë, &, abhängig und wird in diesem Sinne durch & (6,, 6,; E,, Ë) 
bezeichnet. Die Dimension im ersten Paare sei d; dann ist die- 
jenige im zweite Paare d — —d—2. 

In der genannten Arbeit Ritter’s ist der Paragraph 17 der 
Theorie der Elementarform gewidmet *). Indessen ist Ritter hier 
noch nicht überall zu der einfachsten Gestalt dieser Theorie 
durchgedrungen und seine Entwicklung ist nicht an allen Stellen 
cinwurfsfrei. Der Hauptgesichtspunkt ist, da8 Ritter es unterläBt, 
das Verhalten der durch eine Poincaré’sche Reïhe definierten Ele- 


1) ,Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlechte null“, Mathem. 
Annalen Bd. 41 (1891). 

2) In der weiteren Abhandlung ,Die multiplicativen Formen auf algebraischen 
Gebilden“, Mathem. Annalen Bd. 44 (1893) behandelt Ritter die Elementarformen 
für beliebiges Geschlecht p auf algebraischer Basis. 
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mentarform für den Fall klarzustellen, daf entweder £ oder £ in 
eine feste Polygonecke rückt !). 

Hier sind es vor allem die etwaigen parabolischen Zipfel, 
welche Bedenken erregen. Es ist & als Form der &,, &, durch eine 
Poincaré’sche Reiïhe erklärt, welche im Fundamentalbereiche einen 
an der Stelle £ gelegenen Pol erster Ordnung besitzt. Die Con- 
vergenz dieser Reihe ist nun zwar wenigstens für d<—2 durch 
eine von Herrn v. Mangoldt in den Gôütt. Nachr. v. 1886 gegebene 
Entwicklung auch für den Fall bewiesen, da$ Ë in einer parabolischen 
Spitze liegt. Indes ist eine genaue Untersuchung über das analy- 
tische Verhalten von & bei Annäherung des £ an eine parabolische 
Spitze unabweïslich; denn die für die Theorie der Elementarformen 
grundlegende Aussage, eine Reïhe & oder eine lineare Combination 
solcher Reiïhen, welche bei Anwendung der Gruppenoperationen 
auf Ë, Ë, invariant ist, stelle auch in Ë,, £, eine automorphe Form 
dar, ist nur dann bewiesen und brauchbar, wenn man das ana- 
lytische Bildungsgesetz von & in parabolischen Zipfeln genau kennt. 

Die nachfolgenden Zceilen geben die Hauptpunkte einer Be- 
handlung der Elementarformen für p — 0, welche jedoch in der 
Hauptsache auch für p 0 ïhre Gültigkeit bewahrt. Von der Di- 
mension d  () wird angenommen, daf die ihr zugehôrigen Poin- 
caré’schen Reihen convergieren. Die Substitutionen der Gruppe 
heifen in unimodularer homogener Gestalt U, — 1, U,, U,,..., 
eine beliebige unter ihnen U,; die nicht-homogenen Substitutionen 
seien entsprechend durch das Symbol V bezeichnet. Der Sum- 
mationsbuchstabe £ wird gelegentlich auch nur auf die n Erzeu- 
genden oder auf ein sonstiges beschränktes Substitutionssystem 
bezogen. Ein Multiplicatorsystem w,, w,,..., u, wird symbolisch 
durch AM bezcichnet; das System der Multiplicatoren uw, — u;,' 
heife zu M invers und werde symbolisch M genannt. Rationale 
Formen der Dimension d sollen durch 11, rationale ganze Formen 
dieser Dimension im speciellen durch G@, bezeichnet werden. 

Eine automorphe Form oder cine lPoincaré’sche Reïhe, welche 
im Fundamentalbereiche 6 Pole erster Ordnung hat, heife 6-polig 


1) Die elliptischen Punkte betreffend künnen allerdings die Entwicklungen 
der zweiten soeben genannten Arbeit als Ersatz gelten. Aber indem diese Arbeit 
an die Darstellung der Klementarform durch die Klein’sche Primform und nicht 
an dicjenige durch eine loincaré’sche Reihe anknüpft, bleibt für die durch eine 
Poincaré’sche Reïhe definierte Elementarform (und dies ist schlieBlich mit Rück- 
sicht auf die Anwendung inncrhalb der Thcoric der Poincaré’schen Reïhen die 
eigentlich gewünschte Definition der Elemeutarform) das im Texte sogleich aus- 
zufübrende Bedenken wegen der parabolischen Zipfel bestehen. 
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und für 6 — 0 polfrei. Bei der Bildung einpoliger Reïhen ist 
zu unterscheiden, ob das zur Gruppe gehürende Polygonnetz N 
Grenzcurven aufweist oder die ganze Ebene bis auf isoliert 
liegende Grenzpunkte bedeckt. Im Grenzcurvenfalle ist eine ein- 
polige Reïhe bei gegebenen d und M dargestellt durch: 


1 
1 
AM CIE) ‘2 
wo die —d—1 Nullpunkte von G@_,,(6,6) auBerhalb N liegen 
sollen; der Pol Ë liege im Netze N, aber entfernt von jeder festen 
Polygonecke. 

Liegt keine Grenzcurve vor, so wählen wir die Stelle 7 be- 
liebig in N, jedoch nicht mit Ë aequivalent und gleichfalls von 
den festen Ecken verschieden. Es seien alsdann V,, V,,..., V,, 
Substitutionen der Gruppe, die von einander und von der Identität 
verschieden sind, deren dritte Coefficienten y nicht durchgängig 
verschwinden, und deren zugehôürige Multiplicatoren u,,u,,...,u 4, 
sofern nicht M, = 1 vorliegt, nicht alle — 1 sind. 

Zur Bildung einer cinpoligen Reïhe benutzen wir den Ansatz: 


4 CAE? re , 
2 U (ee, E).(E®,n)(E, 1! e jé He ne 0) (2) 
Hier soll G, (6,, &,) eine linearc Form «, 6, + a, 6, sein, die Stellen 


A (—d—1) 


HU el seien durch 
= Vin, d = P(n)..., = Vi (n) 


gegeben, und die Klammersymbole (6, %),... bedeuten hier wie 
entsprechend in (1) abgekïürzt die Ausdrücke £, 1, — 6, n,,.. 

Die Cocfficienten «,, &, sind nun derart zu bestimmen, dal 
bei n kein Pol vorliegt, während der Pol bei £ crhalten bleibt. 
Durch Heranzichung der Potenzreihenentwicklungen des Ausdrucks 
(2) bei und Ë kleiden sich diese Forderungen in dic nachfolgende 
Gestalt: Der Ausdruck: 


TE CAC so n*) 


A k n* ; AC 1 ue MST OT DR EN . NY) Ve 3 
NA ,2).. Gi, 1 D Fe QG ,n* j Er) (3) 


muf gleich 0 15 während: 


GE 8) 
(E,2)(8, 1). AO) 


nicht ar n darf. Dicsen letzteren Ausdruck multipliciere 


man mit Ë 1h und entwickele ihn, was die Durchsichtigkeit der 
2 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1900. Hoft 3. 29 


(4) 
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Ueberlegung sehr viel grôfier gestaltet, in Partialbrüche. Man 
gewinnt 50: 


B me! Ô rs GC, (En) 
cs 2234 (y,n + d,) (9,0). 00,9) 0,1 ne, ne) 1 

In einem Falle kann man der Forderung À = 0, B + 0 
nicht genügen, nämlich wenn &d = —2, M = 1 vorliegt, wo er- 
sichtlich À — B wird. Dies kommt auf den ohnehin bekannten 
Satz hinaus, daf eine eigentlich automorphe Form der Dimension 
— 2 mindestens zweipolig ist. In allen übrigen Fällen kann man 
durch zweckmäfige Auswahl von der Forderung À = 0, B +0 
genügen. 

Beim Beweise dieser Behauptung denken wir zunächst Ë fest 
und  beweglich und schreiben dieserhalb: 


A = à, D,(n,,)+ a B,(m; M), 
B — VA 7, (9132) +, (rs %); 


indem wir %”, ns durch ihre linearen Ausdrücke in »,, mn, ersetzt 
denken. Wegen À = 0 folgt hier: 


(5) aa, = D(m,m):— 8, (a M). 
Weiter besteht entweder die Gleichung : 


(6) ®, (ar M2) ne L'ACMP) 
ÉACPEPERRLA CPE) 
in 7 identisch (und dann ist mit À immer auch B — 0}, oder die 


Gleichung (6) gilt nur für endlich viele 7 (und alsdann läft sich 
n so wählen, dai B + O ist. 

Liegt der erste Fall vor, so bezeichne man den gemeinsamen 
Wert der rechten und linken Seite von (6) durch R(»). Dann folgt, 
daf A:B unabhängig von a,,a, mit dieser rationalen Function 
L(n) identisch ist. Es ergiebt sich hieraus weiter, da8 4:B die 
&,, &, nicht mehr enthalten kann; setzt man nämlich a, — £,, 
a, = —Ë, su fallen die £ sowohl aus À wie B aus. Bei dieser 
Sachlage wird A4: B = J(n) seinen von Ë freien Wert auch dann 
unverändert behalten, wenn wir jetzt £ hinterher belicbig abändern. 
Läft man aber Ë an die Stelle 7° rücken, so folgt: 


d+4+2 
RE TO Be DNS Le Net re. 


Nimmt man % = 0, so zeigt sich, daf R(y) mit 1 identisch ist, 
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Wählt man sodann ein # mit y, + 0, so folgt 4 — —2 und damit 
weiter u, — l,u, = 1,..,u, — 1, so daB wir auf den ausge- 
schlossenen Fall d — —2, M — 1 zurückkommen. Wir kôünnen 
demnach » fortan so gewählt denken, daB thatsächlich À — 0 und 
Do 0 'pilt. 

Der Proportion (5) entsprechen wir nunmehr, indem wir: 


FA Sy n° (&, mn)... (£, Jeanne) «4 En”) 
ne nn). (ne, 1), ne). (99,9) 


a, =-S pipe Er...(Bn0 7) En)... Ent) 
k=0 x 1 (n”, 1). (n°, 9" "(n”, 7) æ (n°, 7?) 


setzen. An Stelle von (2) schreiben wir die einpolige Reïhe aus- 
fübrlicher : 


(7) 


— Giro tA ÿé £ £,) 
AT CETTE EN CET sa) Na 


insofern G& eine ganze Form der Dimension —d—1 in den EË,, ë, 
wird. 

Was wird nun aus den hergestellten einpoligen Reïhen, falls 
£ in den Fixpunkt & einer elliptischen Substitution der Periode ! 
rückt, für welche das Multiplicatorsystem 27 den Multiplicator 

À 


CN 


u — ©"? vorschreibt? Wir finden, mag der Grenzcurvenfall vor- 
liegen oder nicht, daf die Reïhe bei & einen (im Fundamentalbe- 
reiche gemessenen) Pol der Ordnung ; gewinnt oder polfrei wird, 
je nachdem der Maultiplicator w die Congruenz: 


1=—-d—2 (mod. 21) (9) 


erfüllt oder nicht. Es darf nicht überraschen, daf die Reïhe jetzt 
polfrei werden kann; denn es werden ja nunmehr ! Glieder an der 
Stelle & polar unstetig. (Gilt die angegebene Congruenz nicht, 
so ist natürlich das identische Verschwinden der Reiïhe nicht aus- 
geschlossen. 

Es ist nun eine bekannte Auffassung, nach welcher man einer 
automorphen Form der Dimension d in der cinzelnen elliptischen 
Ecke & des Fundamentalbereichs einen Nullpunkt der Ordnung FT 


zu crteilen hat, wobei die ganze Zahl » aus 


mn d+ À 
21 


Pre El 


zu bestimmen ist. Im Falle der Congruenz (9) wird 5» = !—1; 
22* 
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und also müfte mit dem ein für alle Mal bei « festliegenden Null- 


punkte der Ordnung _ ein Pol erster Ordnung zusammen- 


fallen, damit die eben bestimmte Ordnung : des Poles entsteht. 
In diesem Sinne bleiben unsere Reiïhen im Falle der Congruenz 
(9) einpolig. 

Auf Grund der genannten Auffassung ist es nun leicht, auch 
wenn (9) nicht gilt, eine RER Reïihe für £ — « herzustellen. 
Wir setzen zunächst an: 


mi 


Us 
: [Can ete APR TA 
WO Gym Für —d+m—l < 0 der reciproke Wert einer ganzen 
Form der Dimension d —m +1 sein soll. Diese Reïhe besitzt in 
der That in der Ecke & des Fundamentalbereichs einen Pol erster 
Ordnung. Freilich treten, falls keine Grenzcurven vorliegen und 
—d+m—1=> 0 ist, noch weitere, den Nullpunkten von G ent- 
sprechende Pole auf. Man kann aber erreichen, daf dieselben nur 
einfache sind und auferhalb der festen Ecken liegen. Durch Zu- 
satzt geeignet gewählter Reïhen (8) lassen sich alsdann diese ac- 
cessorischen Pole entfernen. 
 Indem wir zu beliebiger Lage des Poles £ zurückkehren, folgen 
wir Ritter beim Uebergang von der einpoligen Reiïhe zur Elemen- 
tarform & (6,6; &,6,) Im Grenzcurvenfalle gilt: 
sui _ ris Ëe) 
(0) Q(6,, 6; b, £,) Fe > ue (Er É)G.,, (Ce) Î 
Im anderen Falle tritt der besonders einfache Umstand ein, daf 
die rationale Form: 


Ge use (r £i Ë,) 
7) (Gn).... (En) 
falls man die 6,6, mit den £,,6, identisch nimmt, zufolge (7) den 
von den & und £ überhaupt freien Wert gewinnt: 


41 V7 

e2t (n°, n) ue (n°, n°) (n°, 9?) x (a; 44) ? 
welcher nach den obigen Rechnungen nicht verschwindet. Indem 
wir diesen Wert noch als gemeinsamen Nenner in die Coefficienten 
a, 4, aufnehmen, bleibt für die Elementarform & (6, 6; E,, £,) im 
fraglichen Falle direct das Bildungsgesetz (8) erhalten. 

Die (Gtrundeigenschaften der Elementarform, in welcher wir 

nun neben den & auch die Ë,,£, variabel denken, hat Ritter in den 
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genannten Arbeiten entwickelt. Wir merken noch an: Es hat 
keine Schwierigkeit, die Stelle £ (was ursprünglich ausgeschlossen 
war) nach 7 oder eine mit 7 aequivalente Stelle rücken zu lassen. 
Die bei Ritter auftretenden secundären Pole der Elementarform 
(im Falle, daf keine Grenzcurven vorliegen) sind bei der obigen 
Elementarform (8) vermieden. Die Elementarform verschwindet 
als Form der Ë,,Ë, stets und nur dann identisch, falls € in einer 
parabolischen Spitze oder in einer solchen elliptischen Ecke gelegen 
ist, für welche (4 + 2) nicht durch 2 Z teilbar ist. 

Es wird sich nun um die Lôsung der Hauptfrage handeln, 
wie sich nämlich die Elementarform bei Annäherung des £ an eine 
parabolische Spitze verhält. Die letztere dürfen wir nach dem 
Punkte c der £6-Ebene verlegen. Die erzeugende parabolische 
Substitution sei 


6 = 6 +2ixé,, < = 6, 


Das System M liefcre für dieselbe den Multiplicator uw — e 
wo À in Uebereinstimmung mit 0 < 1 = Î gewählt sei. 

Für £* & soll eine in der Umgebung des fraglichen parabo- 
lischen Punktes gültige analytische Darstellung gewonnen werden, 
welche das Verhalten von & für lim. £ = co, d. h. im parabo- 
lischen Zipfel selber abzulesen gestattet. Dies gelingt in der Weise, 
da man zunächst die nach £ genommene (—4—1)ste Ableitung 
von Ë;* & darstellt und von hier rückwärts durch Integration zu 
einem Ausdruck für £"@ selbst gelangt. 

Das Anfangsglied der Reïhe (10) kann man so schreiben: 


Ga (EM) 
ÉÉE- Da Cr 


À 
217; 
? 


(1) 


dasjenige der Reiïhe (8) s0: 


fe A1 (64 6,1) (12) 
E €) (Emme — 9) (En! — m1)... (6 etes c Habu À 


Die hier beide Male an zweiter Stelle stechenden Quotienten haben, 
als rationale Functionen von € aufgcfalit, bei £ — oo einen Naull- 
punkt der Ordnung -- d. Der Znsatz des Factors & liefert alsdann 
ein Product, welches bei £ — 09 selber endlich bleibt. Man muB, um 
das Verhalten bei £ — oo abzuschätzen, berücksichtigen, dal 
Gi (Ge) für € —= 0 von 0 verschieden ist, resp. dai keine der 
Grüfen 9, n-.., 9," mit null identisch ist. 

Auch die in Bezug anf Ë genommenen Ableitungen erster und 
hüherer Ordnung des in (11) bez. (12) cnthaltenen Quoticnten ge- 
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nügen der Bedingung bei £ — co endlich zu bleiben und stellen auch 
sonst rationalen Formen J7,(6,, €) dar, welche zur Herstellung Poin- 
caré’scher Reïhen geeignet sind. Hieraus folgt: Die Reihe für 
—£Q kann, unbeschadet ihrer gleichmäfigen Convergenz im Innern 
des Netzes N, wiederholt nach Ë gliedweise differenziert werden 
und liefert auf diese Weïise die nach £ genommenen Ableitungen 
von — Et A 

Vor der Differentiation entwickele man den in (11) bez. (12) 
HUE GE multiplicierten Quotienten, als rationale Function von 
£, in die Summe eines auf den Pol £ bezüglichen Partialbruchs und 
einer in £ auf den Grad —d—2 ansteigenden ganzen Function: 


1 
et ROHEREOE+... HET RE. 
Die Bauart der hierbei eintretenden rationalen Functionen R von £ 
wird man in beiden FKällen (11) bez. (12) leicht verfolgen. Für 
— £;" & ergiebt sich: 


(13) #60 —_ Zu us Core ge LE R AE). + £ ER (ED +: à 
Li Se VEsermie CONTE 


Es verdient bemerkt zu werden, daf die getrennte Summierung 
der einzelnen in der gro$en Klammer stehenden Gliceder unstatthaft 
ist ; die Glieder R,, £R,,..., £**R_,, spielen hier vielmehr die 
Rolle der convergenzerzeugenden Zusatzglieder. 

Bezeichnen wir nun die nach £ genommene Ableitung vter 
Ordnung durch das Symbol D,, so folgt: 


CODE En) OCR DID) 
F (=) 

Da diese Reiïhe absolut convergent ist, so künnen wir ihre Glicder 
beliebig umordnen. Wir wählen eine Anordnung in Bezug auf die 
vorliegende parabolische Untergruppe. Die Substitutionen eines 
tepraesentantensystems derselben bezeichnen wir genercell durch 
U,. Bei der Gestalt der parabolischen Erzeugenden und ihres 
Maultiplicators folgt: 


15 k)\d 1 —1 [/g(h) Pau e2vin! 
( 5) 2 (& ) 0 (ET = 2 Luz (6 Y 2 TE 2vix) _ 
Für die hier rechts stehende innere Summe gilt weiter : 

+e in IA [ 2oink +e 1 
2, EE Ooix) ue É = o(E—É "2 cin—2vixl)" | 
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Hier kann man die bekannte Formel anwenden: 


Le 
+o 1 1 1+et.e ! 
2 (Ea—dvias HP | 
Tee 
wo rechts nach Ausführung der (—d—1)-maligen Differentiation 
Ë 


5 Bezug auf Ë eine rationale Function von e! vorliegt, die mit 
ul 1 
e verschwindet. Setzt man e —#, so folgt für die Umgebung 
des Punktes &é — 0, d. h. der parabolischen Spitze: 
_?a sa 
+o 1 hill pet Apte 
IDE rene me fe Let Ep f top tt | 


und nach leichter Zwischenrechnung entspringt hieraus weiter für 
die rechte Seite der Gleichung (15): 


ie Â 1 mo) abs 
__JiHi —1 (gi) \1 ER EE À 
l Zu (6 ) € l le FE (À + D U ar (A+20% U E | 


Im einzelnen Gliede dieser SN steht eine Potenzreihe, welche 


k 
in der Umgebung von t — 0 gleichmäfig convergent ist. Die Ÿ 


k 


selbst ist ebenfalls in der Umgcbung von é — 0, eventuell vom 
Punkte & — 0 selber abgesehen, gleichmäfig convergent ; denn sie 
stellt nur in anderer Form die in (15) rechts stehende Reïhe dar, 
welche eine gleichmäfig convergente Poincaré’sche Reïhe ist, falls 
£ im ,Innern“ des Netzes N varïert. Bei dieser Sachlage künnen 
wir einen von Weierstrass in den Monatsberichten der Berliner 
Akademie von 1880 bewiesenen Satz anwenden, demzufolge die 
Umordnung der letzten Reïhe nach ansteigenden Potenzen von # 
statthaft ist. 

Wir gewinnen auf diese Weise für JD)_,, [£" &] selbst cine 
Potenzreihe nach ét, deren Coefficienten Formen der Dimension 4 
von 6, 6, sind. Die Integration führt endlich auf das nachfolgende 
Bildungsgesetz der Elementarform: 


LE 
Q(E,, 6, ; L £,) = ae ; [pe (6; 6) + Ca (EE é) + pr (6 6) ce? Ë, : .] 


- LU" (æ 6) ds ÿr (6 [@) Ë LE bon à po (G () 5 TA . 
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Hier sind die w, y Formen der Dimension d von &,, &,; und zwar 
läBt sich aus dem Verhalten von & bei Ausübung der paraboli- 
schen Erzeugenden auf £, £, der SchluB ziehen, daB #7, #®,.., 
y5%? polfreie oder ganze automorphe Formen sind. Die erhaltene 
Darstellung von & bezieht sich auf ein in der Umgebung der 
parabolischen Spitze variabeles Ë; sie gestattet unmittelbar, das 
Verhalten von & abzulesen, wenn £ in die Spitze selbst hinein- 
rückt. Ist ein einzelnes & oder eine lineare Combination von 
Elementarformen gegenüber der parabolischen Erzeugenden bis 
auf den Factor u invariant, so werden in der Darstellung des & 
bez. der &-Combination die Glieder mit Potenzen von £ durch 
identisches Verschwinden der Coefficienten ausfallen. Dann aber 
liegt bei der parabolischen Spitze auch in £ das Verhalten einer 
automorphen Form vor, von der man überdies noch sieht, daf sie 
in der parabolischen Spitze polfrei ist. 

Erst dieses Ergebnis begründet die Verwendbarkeit der Ele- 
mentarform zum Beweise des fundamentalen Poincaré’schen Satzes 
über die Darstellbarkeit der automorphen Formen durch die nach 
Poincaré benannten Reiïhen. 


Die sich bietende Gelegenheit benutze ich zur Mitteilung eines 
weiteren Resultates, welches für die automorphen Gebilde des 
Geschlechtes null von Wichtigkeit ist. Ritter hat in $ 6 der ersten 
oben genannten Arbeit die für die Lehre von den eindeutigen 
automorphen Formen grundlegende Theorie der Multiplicator- 
systeme behandelt. Dabei ist eine Hauptfrage, nämlich die nach 
der Anzahl der Multiplicatorsysteme, falls alle nr erzeugenden 
Substitutionen elliptisch sind, unerledigt geblieben. 

Die Perioden der #n Erzeugenden seien L,, L,...,L. Unter 
ds soll die grüBte in Z und {, zugleich aufgehende ganze Zahl 
verstanden werden; desgleichen sei d&3, die grüBite zugleich in Le, 4 
und ?, aufgehende ganze Zahl u. s. w. Für n — 3 ist die Anzahl 
der Multiplicatorsysteme bei geraden Dimensionen: 

ù ds CE 


127 


LES 
für n —= 4 folgt: 
Ds da Ov Dre vu Dng Ps 


212 718 714 "24 “aa 1938, 
? 


ds PA dis du 
allgemein ist die fragliche Anzahl: 
. 0, d, is Ra dns ét 4, n—2n—lin 1 NEA PAR. 4 
PA da ; (LA n—lin de GR (LR LE À n—hn°°° 
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Der Beweis wird auf Grund des Umstandes, daf im Einzelfalle 
alle Multiplicatorsysteme eine Abel'sche Gruppe bilden, vermôge 
einer Methode des Ausschaltens und Hinzufügens (Sieb des Eratos- 
thenes) geführt. 

Für ungerade Dimensionen kommen entweder überhaupt keine 
Multiplicatorsysteme vor oder genau so viele, wie bei geraden Di- 
mensionen. Wann letzteres eintritt, wird a. a. O. erschôpfend 
angegeben. 


Die Ritter sche Primform auf einer beliebigen 
Riemann'schen Fläche. 


Von 
Robert Fricke in Braunschweig. 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 28. Juli 1900. 


Die Primform &(x, y), welche Hr. F. Klein bei seinen Unter- 
suchungen über Abel'sche Functionen') an Stelle der Weier- 
strass’schen Primfunction ÆE(x, y) gesetzt hat, multipliciert sich 
bei einem Umlaufe der Stelle x auf der Riemann’schen Fläche mit 
der Exponentialfanction eines überall endlichen Integrales. Das 
betreffende Gesetz ist à. a. O. noch nicht ganz vollständig ange- 
gcben, insofern noch eine Vorzeichenbestimmung offen blieb. 

E. Ritter, welcher auf diesen Entwicklungen fufend die 
Theorice der automorphen Formen eines beliebigen Geschlechtes » 
vermüge algebraischer Mittel neu zu begründen unternahm”*?), hat 
zunächst die Theoric der Primform einer wesentlichen Ausgestal- 
tung unterzogen. Es galt erstlich, nicht nur die noch offene Vor- 
zeichenbestimmung zu treffen, sondern sogar das Verhalten von 
log & (x, y) bei belichigen Umläufen der Stelle x auf der Riemann- 
schen klarzustellen, um damit zugleich auch Wurzeln beliebiger 
Grade aus (x, y) beherrschen zu künnen. Darüber hinaus hat 
Ritter die Primform durch Division mit einer ,Mittelform“ zu 
einer von ihm so benannten ,multiplicativen“ Primform 
l'(x, y) ausgestaltet, welche sich dadurch vor &(x, y) auszeichnet, 


1) Mathematische Annalen, Bd. 36, pg. 1 ff. (1889). 

2) ,Die multiplicativen Formen auf algebraischen Gebilden 
beliebigen Geschlechtes u.s.w.“, Mathem. Annalen, Bd. 44, pg. 261 fr. 
(1893). 
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daf sie gegenüber einem Umlaufe der Stelle x einen von x un- 
abhängigen Factor annimmt. 

Diese letztere Eigenschaft kommt durch die Benennung ,mul- 
tiplicativ“ nicht recht zum Ausdruck. Es scheint mir demnach 
angebracht, die beiden Gestalten &(x, y) und P(x, y) der Prim- 
form durch Personalbenennungen auseinander zu halten; in diesem 
Sinne will ich jene als die , Klein’sche Primform“ bezeichnen, diese 
als die ,Ritter’sche“. 

Um die Eigenschaften der Primform zu begründen, bedarf 
Ritter der nicht ganz einfachen Untersuchungen von Hrn. H. Burk- 
hardt über das Verhalten der Integrale dritter Gattung bei 
gleichzeitiger Abänderung der Grenzen und der Parameter '). 
Ritter mu seine Untersuchung ferner auf eine specielle Form der 
Riemann'schen Fläche, die Klein als ,kanonisch“ bezeichnet, grün- 
den; und es gelingt ihm nur vermôüge einer ausgedehnten Kette 
schwieriger Betrachtungen, welche an die Aufnahmefähigkeit des 
Lesers erhebliche Anforderungen stellen, zu dem einfachen Pe- 
riodenverhalten des Logarithmus der Primform P(x, y) vorzu- 
dringen, wie es pg. 292 à. a. O. angegeben ist. Stellt diese Ent- 
wicklung der bewunderungswiürdigen Kraft ihres leider so früh 
dahingeschiedenen Verfassers das rühmendste Zeugnis aus, so 
dürfte doch andrerseits bei der fundamentalen Bedeutung, welche 
die Primform P(x, y) für die Theorie der automorphen Functionen 
besitzt, jede zumal weitgehende Vereinfachung in der Theorie 
dieser Ritter'schen Primform willkommen sein. 

Bei der Definition der Klein’schen Primform &(x, y) schliefe 
ich mich an die Darstellung an, welche ich im zweiten Bande der 
,» Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen“ ?) 
pg. 475 ff. gegeben habe. Es handelt sich dabei sogleich um cine 
,transcendent normierte“ Primform &(x, y). Dem vorgelegten al- 
gebraischen Gebilde des Geschlechtes p sei ,irgend eine“ zuge- 
hôürige Riemann'sche Fliche zu Grunde gelegt, welche ”#-blättrig 
die z-Ebene überlagere. Auf der Fläche sei in der in ,Mod.“ II 
befolgten Weise ein kanonisches System von 2p Querschnitten a,, 
b, ausgeführt. Neben z benutzen wir nach ,Mod.“ II pg. 485 die 
beiden homogenen Variabelen z,, z,, deren Quotient 2,:24, = # ist. 
Das zum ausgewählten Querschnittsystem gehürige Normalintegral 


dritter Gattung nié (cf. ,Mod.“ II pg. 478 und 496) läBt sich 


1) Siehe Burkhardt’'s ,Beiträüge zur Theorie der hyperellipti- 
schen Sigmafunctionen“, Mathem. Annalen, Bd. 32, pg. 381 ff. (1888). 
2) Leipzig (Teubner) 1892; weiterhin als ,Mod.“ II citiert. 
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als Doppelintegral so schreiben : 


| 2 pe a ie Dr dé. dt... 


wobei dé das homogene Differential: 
dé = 2, d2,—2,d2, — —2;dz 


ist. Die Integrationslinie von y nach x heïfe l, diejenige von 7 
nach £ aber À; diese Linien sollen weder die Schnitte a,, b,, noch 
auch sich gegenseitig treffen. Um [I als Function von x zu be- 
trachten, füge man den bisherigen Schnitten noch einen längs 4 
geführten Einschnitt hinzu. Auf der so zerschnittenen Fläche 
ist alsdann [T eine eindeutige Function von x, deren Werte längs 
der Schnitte folgende constante Differenzen zeigen: 


À dy dt 6, | Dm 0 


Din jo 1, 


Sie OO < 20 


Mu es 


Es ist hier jedesmal der UeberschuB des Functionswertes am 
rechten Ufer über den gegenüberliegenden Wert gemeint. Die 
Dis Joy ++. J, Sind die zum kanonischen Querschnittsystem gehü- 
rigen Normalintegrale erster Gattung; der Integrationsweg von 
” nach Ë ist 4 (cf. ,Mod.“ I pg. 530). Das vorgelegte Integral 
IT gestattet , Vertauschung von Paramcter und Argument.“ Zu 
der dem Integral [[ zugchürigen Klein'schen Primform &(r, y) 
gelangen wir jetzt vermüge der Formel (8) oder (9) in ,Mod.“ IT 
pg. 5051), von denen wir etwa die crste hier reproducieren : 


er, y = V-atate y 


Man hat sich hierbei vorzustellen, daf die Integrationsbahnen von 
y nach & und von y+dy nach x+dx dicht nceben cinander her- 
laufen. Von den Eigenschaften der Primform &(r, 7), welche 
» Mod.“ IT pg. 505 genannt sind, erinnern wir insbesondere an 
folgende: Sie ist als Function von x auf der Fläche überall ste- 
tig; an Nullpunkten besitzt sie einen solchen der ersten Ordnung 
an der Stelle y und im einzelnen Verzweigungspunkte cinen sol- 
chen der Ordnung 4 (v—1), falls » die Anzahl der dortselbst zu- 
sammenhängenden Blätter ist. 


1) Daselbst ist P statt 9 geschrieben. 


über die Ritter’sche Primform. 317 


Den Uebergang von der Klein'schen Primform &(x, y) zur 
Ritter’schen P(x, y) vermittelt folgende Betrachtung. Auf der 
zerschnittenen Fläche markiere man vier Stellen y, x, £, n und 
führe eine Linie von y über 
x und Ë nach », welche weder 
sich selbst trifft, noch irgend- 
wo das System der Schnitte 
a,, db, erreicht. Diese Linie 
ist in der beigefügten Figur 
stark ausgezogen; ihren von 
y nach x verlaufenden Teil 
nennen wir sogleich wieder L, 
den Ë und #7 verbindenden Teil aber 4. Die daneben punk- 
tierte Bahn sei ein Bild der von y+dy über x+dx und £+dË 
nach + dn führenden Linie, welche tüberall neben der ersteren 
Linie herläuft. Die x und £ verbindende Linie heife L; die punk- 
tierten Linien môgen in sofort verständlicher Zuordnung l', 1 L' 
genannt werden. 

Man bilde nun folgende Summe S von Integralen dritter 
Gattung, bei denen man, wenn man will, die dx, dy, dë, dn zunächst 
als endliche GrôBen ausreichend kleiner Beträge ansehen kann: 


de +dx, n+dn æ+-dx, Hé Sr n+ dn 
T, 1 TE y 1 É 


dy, Ed 
AE CTI 


Für die beiden in jedem Gliede auszuführenden Integrationen 
sollen die in der Figur vorgeschriebenen Curven Verwendung 
finden. Im ersten Gliede würde also von n über À und L bis + 
zu integrieren sein, sowie andrerseits von 7<+dn über 4' und L' 
bis æ+dx. Im ersten Integral von S zerlegen wir die von 7 nach 
z führende Integrationscurve in die Bestandteile À und L; ebenso 
müge für das letzte Integral die von 7 nach y führende Curve in 
die beiden Bestandteile 4 und L+{ verlegt werden: 


4 m£+ dr, n+d Hd -idn à y + dy, E+ dE 
nes L25s sè “ant FIL, 


+ da, & + dé Érderner ag + 4, n + dn 
AN pe REA ES SIL 


Hier stimmen bei je zwei unter einander stehenden Integralen die 
unten stehenden Grenzen (und natürlich auch die correspondie. 
renden Integrationscurven) überein. Durch Zusammenfassung folgt : 


+ n + dn, 6+dé 


di fe DU <IL A Ti 
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Im letzten Gliede kehre man die Richtungen beider Integrationen 
gleichzu um, worauf die Zusammenfassung des ersten und dritten 
Gliedes gelingt : 


__é+& n+dn + dx, y + dy 
DES IL, an ; 


Lassen wir jetzt dx, dy, .. unendlich klein werden, so folgt: 
: Te Ë,n L,Y __ X, y 
Fe IS, es 211;’,; 


wo die Integrationen längs 4 und / auszuführen sind. 
Nun folgt auf der anderen Seite aus der Definition von S: 


at + dc, ÊHdE y + dy, n+dn 
€ IL, & .e IL, 
Cme+dntdn y + dy, Et 
e IT .0 IL, : 


x, n 


€ — 


Erweitern wir mit dem Product dé, dé, dé, d£, der zu den dx, 
dE, dy, dn gehôrenden homogenen Differentiale, so folgt: 


ess lle Êe BEIC DE 
(x, n) (y, E) l° 
ANLAPRES log (QC ë)& (y, D). 
(x, n) R(y, ë) 

Da8 der rechts stehende Logarithmus des Primformquotienten auf 
unser anfängliches Normalintegral dritter Gattung führte, ist 
natürlich keineswegs neu. Aber es war nûtig, die vorstehende 
Entwicklung hier auszufübren, weil sowohl für die rechts stehen- 
den Primformen, wie für das links stehende Integral die sämt- 
lichen Integrationswege in eindeutig bestimmter Weise fest liegen 
sollten. Um noch zu sagen, wie der Logarithmus in der letzten 
Formel zu bestimmen ist, denken wir x variabel und lassen diese 
Stelle längs ? gegen y wandern. Für x = y wird der Primform- 
quotient gleich 1, und hier ist der Hauptwert O des Logarithmus 
zu nehmen. 

Indem wir die Stellen y, £, m Lez. die homogenen GrüBen y, 
Ya Es En N5 M festhalten, schen wir die Stelle x als beweglich an. 


: T, 6) à Œ, y ° _ °° Q à 
Da log (Se e . von IT; y Pur um eine von # unabhängige GrüBe 


abweicht, so wird das Verhalten des Logarithmus vom Primform- 
(x, ë) 
CIC) 
unmittelbar angegeben sein. Auf der durch die a,, b, und 4 zer- 


quotienten durch dasjenige des Integrales dritter Gattung 
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schnittenen Fläche ist der Logarithmus von @(x, Ë): Q(x, ») 
eine eindeutige Function von + Von dieser Function bez. vom 


Functionszweige log (Que) mügen wir durch einen ganz belie- 


(x, 7) 


bigen geschlossenen Umlauf der Stelle x auf der Riemann’schen 


Fläche zu og (S G, ) gefübrt werden. Man hat alsdann einfach: 


(x, 
mous) — 10e (Ge à) + Dix u — Qi ox v ns 


wenn der fragliche Umlauf die von nach Ë gerichtete Linie 1 
von links nach rechts u Male ôüfter überschreitet als von rechts 
nach links, und wenn der Schnitt b, vom Umlauf », Male ôfter 
von links nach rechts als umgekehrt überschritten wird. 

Wir machen jetzt noch nachträglich die leicht zu befriedigende 
Annahme, daf unsere Riemann'sche Fläche bei 4, — 0, d.h. bei 
z — © keinen Verzweigungspunkt aufweise. Die »m daselbst über 


einander liegenden Stellen der Fläche môügen durch co,, 00,, ..., co, 
eine beliebige unter ihnen durch co, bezeichnet werden. Man 
nehme nun die Stelle 7 der Reïhe nach mit co,, co,, ..,, co, dien- 


tisch. Man ziehe sogleich von diesen "» Stellen aus ebensoviele 
Schnitte 4,, 4, ..., 4, welche in £ zusammenlaufen. Bei vorge- 
legtem Umlaufe des x heïfe die zu 4, gehôrende Zahl y insbe- 
sondere u,; die Summe der w,, u,, ..., u, werde 6 genannt. Be- 
nutzen wir noch anstatt £, um diese Stelle als feststehend zu 
charakterisieren, die Bezeichnung e (in Uebereinstimmung mit 
Ritter), und lassen wir an Stelle der Benennung x der variabelen 
Stelle auf der Fläche die ursprüngliche Benennung z treten, so 
wird : 

log EE) L Le (QE 2 )+2inus Lin $ > v Re 

Ehe wir weiter gchen, müge darauf hingewiesen werden, da 
sich im Quotiente & (2, c): &(z, co,) die Nullpunkte, welche Zähler 
und Nenner einzeln in den Verzweigungspunkten aufweisen, ge- 
rade fortheben. Es resticrt nur ein cinziger Nullpunkt bei z = € 
und ein einziger Pol bei z = c,, bcide von der ersten Ordnung,. 
Da nun z, im ganzen 7% bei ,, co,, ..., co, gelegene Net 
erster Ordnung hat, so gewinnen wir in: 


m EUICDS ss mn ETAPE ; 
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eine allenthalben stetige Form der Dimension _ die abgesehen 


von dem einen Nullpunkte erster Ordnung an der Stelle e überall 
von null verschieden ist. 

Hiermit haben wir nun im wesentlichen die Ritter’sche Prim- 
form erreicht!). Indem wir die vorletzte Formel für k — 1, 2, ...,m 
bilden, alle » Gleichungen addieren und das Resultat durch " 


teilen, folgt : 
log (2) = Lg 70) + Din Dix Pak We 


Va 


Hierbei haben wir zur Abkürzung das Integral erster Gattung : 
Me LG Te EC LA) 


eingefübrt, und es ist W°, vermüge der Integrationscurve 1,, 2, .…., À, 
eindeutig definiert. 

Bei Ausführung des Umlaufs der Stelle z werden wir die 
homogenen Variabelen z,, z, beide veränderlich annehmen; und 
zwar sollen sie schlieflich wieder zu ihren Anfangswerten zurück- 
kehren. Beschreibt dabei die Variabele z, in ihrer Ebene eine 
solche Bahn, die sich auf r im positiven Sinne gemeinte Umläufe 
um den Nullpunkt z, — 0 zusammenziehen läBt, so ist: 


Lg(Ÿz,) = log(V3,)+2ix +; 


natürlich kann hierbei + auch eine negative ganze Zahl sein. Dem 
geschlossenen Umlaufe des Variabelenpaares 2z,,24, 
entspricht alsdann folgende Abänderung des Loga- 
rithmus der Ritter’schen Primform P(2,e): 


log P(:, e) = log P(2, e) + 2ix En — Dix D 7,1. 
4 =1 


wenn (um es zu wiederholen) der Umlauf z die Schnitte 
1,,4,,...,1, insgesamt 6 Male üfter von links nach 
rechts als von rechts nach links überschreitet und 
desgleichen den Schnitt à, von links nach rechts », 
Male ôfter als in der entgegengesetzten Richtung, 


1) Ritter setzt noch einen constanten Factor hinzu, der jedoch für das 
Periodenverhalten unwesentlich ist. 
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und wenn endlich r die Anzahl einfacher Umläufe 
von £, im positiven Sinne um den Nullpunkt z, = 0 
darstellt. 

Dies ist aber das Ergebnis des Teiles I der oben genannten 
Ritter’schen Abhandlung, wobei hier der Gebrauch der ,transcen- 
dent normierten“ Primform eine noch etwas mehr specificierte 
Fassung des Resultates gestattete. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1900. Hoft 8, 23 


Ueber die Principe von Hamilton und Maupertuis. 
Von 
A. Voss in Würzburg. 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 28. Juli 1900. 


Die Bedeutung des Principes der kleinsten Wirkung, 
wie es von Lagrange ausgesprochen wurde, ist bekanntlich 
lange Zeit zweifelhaft geblieben, obwohl bereits Ostrogradsky 
die allgemeinen Variationsprincipe bei den isoperimetrischen Pro- 
blemen aufgestellt hat. Herrn Hôlder gebührt das Verdienst, 
die Frage vüllig klar gelegt zu haben, zu deren erneuter Behand- 
lung die Untersuchungen von Hertz und Helmholtz Veran- 
lassung gegeben hatten. Wenn ich auf die Arbeit von Herrn 
Hülder!), der den Zusammenhang des Principes der 
kleinsten Wirkung mit dem ,Hamilton’schen Princip“ 
und die Natur der dabei anzustellenden Variationsbetrachtungen 
ausführlich dargelegt hat, hier zurückkomme, so geschieht es 
nicht, um derselben etwas für die principielle Frage selbst wesent- 
liches hinzuzufügen. Aber die Anwendung dieses Gedankenganges 
auf den Fall ganz allgemeiner Coordinaten erfordert 
einige Ueberlegungen, die sich in seiner Arbeit nicht finden, in 
der nur Coordinaten, die explicite von der Zeit unabhängig 
sind, benutzt werden. Sie auszuführen, ist vielleicht nicht ganz 
überflüssig. Ich werde zu diesem Zwecke zuerst Hülder s Ge- 
dankengang in einer etwas andern Form reproduciren ?), und dann 


1) A. Hülder, Ueber die Principien von Hamilton und Maupertuis, Gütt. 
Nachr. 1896, Heft 2, p. 1—36. 

2) Die Anwendung der Coordinaten q, ist übrigens schon bei Hôülder an- 
gedeutet, a. a. O0. p. 14 Anm. 
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denselben bei Zugrundelegung ganz allgemeiner Coordinaten dar- 
legen. 


sh 


Die Hôldersche Formulirung der Principe von Hamilton 
und Maupertuis. 
Es sei ein Problem der Mechanik vorgelegt, bei dem die Coor- 
dinaten +, y, : durch von der Zeit unabhängige Bedin- 
gungen, welche auch zum Teil die Form von linearen Diffe- 


rentialgleichungen besitzen kônnen, gegeben; ferner T die 
lebendige Kraft, 


d'U = XX, dr, + Y, dy, + 2,02, 


die virtuelle Arbeit der wirkenden Kräfte. 
Alsdann kann man die endlichen Bedingungsgleichungen ver- 


müge der Coordinaten q,; à = 1, 2, ..., n erfüllen, wodurch T 
in eine homogene Function zweiten Grades der q, d'U in 
1) d'U = »Q,0a, 


übergeht, während zwischen den q, noch die weiteren Differential- 
gleichungen 


2) 20:49, = 0" £= 1,2,...,r;aiel,2,.,.n 


bestehen. 

Erteilt man den t, q, solche Variationen, daB die Verschie- 
bungen L?' der Systempunkte P den Werten +0, q,+0q, ent- 
sprechen, also ôg, ôt die Variationen zur Zeit { sind, bei denen 
die ursprünglichen Coordinaten +,, y, z, willkürliche virtuelle 
Verschiebungen Ôx,, 0y,, 04, erhalten, so ist nach bekannten Me- 
thoden !) : 

ÔT ÔT{ddg, , ddt 
7 = D outS (a A) 
also 


ô ÔT ÔT 
&ST+2T8dt = AS Se da + D Sr dd + Ê TS 5) sdt 


oder, falls das letzte Glied nach dem Satze der homogenen Func- 
tionen fortgelassen und das zweite bei der Integration über die 
Zeit t,—t, durch partielle Integration transfornirt wird 


1) Vgl. Hülder p. 9. 
23 * 
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A 
OT 
D LR +f 2 He d9, dt 


d. h. wenn man beiderseits 


à 
Î d'Udt 


to 


à 
il dt ÔT+2Tôdt — 
to 


hinzufügt und das vom ÿ Zeïchen - freie Glied rechts fortläfit, 
nach 1) 


d 418 
je GOT +2Todt + 0’ Udt = fs és +07 ar)déa 


Wird jetzt die Zeit unvariüirt gelassen, so folgt 


1 1e ÔT 


und die Forderung, daB das Hamilton’sche Integral verschwin- 
det, liefert die Differentialgleichungen der Mechanik 


_ RTE LL 2 


und umgekebrt. 
Wird aber die Zeit varüirt, dagegen für das Verhalten der 
Energie die Hôülder’sche Bedingung 


ÔT—O'U — 0 
in Rücksicht auf die Bedingungen 2) eingeführt, so ergiebt sich 


of” 2Tdt — = fx + ss ë. a 8q, dt, 


so daf auch das erweiterte Princip der kleinsten Wir- 
kung!) mit den Differentialgleichungen der Mechanik vüllig 
äquivalent ist. 


$ 2. 


Der Fall allgemeiner Coordinaten. 


Es seien jetzt die endlichen Bedingungsgleichungen auch e x- 
plie ite von der Zeit abhängig. Wenn man sich von ihnen mit- 


1) Vel. Hôlder p. 11. 
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telst der Coordinaten g,, à = 1, 2, ..., n befreit, also die x,, y, 
2, gleich Functionen der f, q, setzt, werden auch die Bedingungs- 
differentialgleichungen, selbst wenn sie vorher t explicite nicht als 
Differential oder als Argument enthielten, von der Form 


1) ZP,,d,+p, dt = 0 ke LL...» 


wo nunmebr die p,,, p, Functionen von g, t sind, so da also dieser 
allgemeine, von mir bereits !) 1884 betrachtete Fall hier vorauszu- 
setzen ist. Zugleich wird T eine Function zweiten Grades der q!?). 

Erteilt man jetzt den 4;, y,, z, dadurch Variationen, da8 man 
die q, é um Ôq,, dt ändert, so ändern sich die x, um 


— OX, Ôx, 
O2, = 2 dq, + Er dt 
während 


EVE OL UE, 
dé À das0n M vo 


ist. Bei der Anwendung des d' Alembert’ schen Principes sind 
aber lediglich virtuelle Verschiebungen d'x,, d'y,, d'z, anzu- 
wenden. In Berücksichtigung der Gleichung 


mot = 3 GE (nd! 80) 
sieht man jetzt, daf bei dieser Betrachtung*) die virtuellen 


Verschiebungen 0’ den Werten 
2) d'q; ee dgi— 9 ( 
entsprechen, so daf 
Ôr 
CRE LES: sat 
dr, F5 am 


wird. Aus der Gleichung 2) folgt noch, wenn man £ um dé, q, um 
dg, zunehmen läft: 


î 


3) d' dq, — ddq,—q; ddt — q; dt dt. 


Man crhält nun ganz wie vorhin 


1) A. Voss, Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik, Math. Ann. 
25, p. 258. 

2) Diese besondere Form von T'ist für das Folgende ganz gleichgültig. 

3) Vgl. eine diesbezügl. Bemerkung von J.Routh, Dynamik, Bd. II p. 329. 
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ÔT 


k sr là 
sf: dtÔT-+2Tôdt — Zap |, +] pr 


b 


ÔT 
JT = 3 af ee Ets Sn) va 


oder, wenn das letzte Integral durch partielle Integration behan- 
delt wird, 


=|5 


ie d ÔT - 
me + E (a 04 dt a) à Gr 2 a)" )at 


Berücksichtigt man nun, daf 


L Hd (0T 
FCr-se) = 252554 (a) 
wird, so entsteht, wenn man beiderseits das Integral 


J'o'uat = [5Q.0'a,dt 


addirt, den vom Integral freien Teil rechts durch Verfügung über 

die Variationen zu Anfang und Ende der Zeit fortläfit, die Glei- 

chung 

4)  fatôT+2Todt+d4Tôt+ S'Udt — SE EL + 2)? qd 
O4, dt 0q: ; 

und aus 1) folgt noch 


D Dud +, = 0 
Zu 0 + Ôt = 0 

oder nach 2): 
2:99 = 0 


als Ausdruck für die Bedingungen, denen die virtucllen Ver- 
schiebungen zu unterwerfen sind. 

Wird nun d{ gleich Null gesetzt, so ergiebt sich links wicder 
die Hamilton’sche Integralbedingung als äquivalent mit den 
Gleichungen 


(CE 1 d as 


Setzt man andererseits für die Beziehung, die der Energic 
bei der varürten Bewcgung auferlegt wird 
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5) d'Udt+dTot — OTüt, 


so folgt das erweiterte Princip der kleinsten Wirkung. 
Die Bedingung 5) ist noch umzuformen. 
Es ist 


ôT ÔT , ÔT , 
GT — [Sr dt+ D Taidt+ 5 Ed at| 


RS Ior ÔT OT a ee | 
HT — at| SE HUE NES See 


oder nach 5) und 3) bei geeigneter Bezeichnung 
or > Ty, LOT y ) 
d'U — 2 () + 1 Qi} 


so daB also auch hier bei der virtuellen Verschiebung die t o- 
tale Energie nicht geändert wird, da die letzte Gleichung auch 
in der Form 

d'(T—U) — 0 


geschrieben werden kann. Hiermit ist aber die betreffende Unter- 
suchung auch im allgemeinsten Falle vüllig durchgeführt. 


Würzburg, im Juli 1900. 


Ueber die Leitfähigkeit fester Mischungen bei 
hohen Temperaturen. 


Von 


W. Nernst und H. Reynolds. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Juli 1900. 


Wie der Eine von uns’) gefunden hat, nehmen Mischungen 
fester Electrolyte bei hohen Temperaturen eine überraschend grofe 
Leitfähigkeit an; im Folgenden sei die Methode beschrieben, die 
wir zur Untersuchung dieser electrolytischen Leitfähigkeit ausge- 
arbeitet haben. 

Die Substanz wird fein gepulvert in Form dünner Stifte ge- 
pret, stark gebrannt und in einem electrischen Platinofen auf 
Temperaturen bis zu 1400° erhitzt. Der Widerstand wird nach 
der Kohlrausch'’schen Methode bestimmt. 

Der Platinofen besteht im wesentlichen aus einem dünnen 
Rohr aus Magnesia, die mit 10°/ Speckstein versetzt ist; dasselbe 
wird auBen mit Platindraht bewickelt und bhierauf mit einem 
Gemisch von Magnesia und Speckstein bestrichen. Zum weiteren 
Wärmeschutze ist der Ofen von einem Thonmantel (in der Fig. 1 
weggelassen) umgeben. Zur Bestimmung der Temperatur dient 
ein von unten eingeführtes Thermoelement. 

Die Versuchsanordnung zeigt Fig. 1; um die Uebergangs- 
widerstände zwischen Stift und den angelegten Platindrähten zu 
climinicren, wird derselbe an zwei 1 mm dicken Stäben, die an 
ihrem Ende platt geschlagen und mit einem Loche versehen sind, 


1) W. Nernst, Zeitschr. f. Electrochemie, 6, 41 (1899) Vergl. auch C. 
Fritsch. Wied. Ann. 60, 300 (1897), welcher electrolytische Leitfähigkeiten 
von Salzen uud deren Mischungenu bis zu 200° untersucht hat. 
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Fig. 1. 


suspendirt und mittels zweier Platin-Iridiumdrähte in die Hühe 
gezogen und gegen die Stäbe gedrückt. Die Widerstände werden 
mittels einer Brückenwalze an den 3 Stellen 1, 2, 3 gemessen, 
sodaf für den Widerstand des Stückes BC folgt 


Le 1,—1, 
HR AUOT 
wenn L,, l,, 1, die Ablesungen an der Brücke in den drei Punkten 
I, Il, III bedeuten. W ist ein nach Chaperon gewickelter 
Widerstand von 10000 Ohm. Die specifische Leitfähigkeit (rezi- 
proker Widerstand in Ohm eines em-Würfels) wurde in bekannter 
Weise aus der Länge des Stückes DC (gewühnlich ca. 1 em) der 
mikrometrisch gemessenen Dicke der Stäbchen (ca. 1 mm) und dem 
Widerstande « berechnet. 


Stifte aus reinen Substanzen wiesen cinen auBerordentlich 
groBen Widerstand auf; so berechnet sich die Leitfähigkeit von 
MgO bei 1500° zu 0.000085, von Zirkon bei 1200° zu 0.00081 ; 
Y,0, isolierte bei 1040° noch vollständig und hatte bei 1320° nur 
eine Leitfähigkeit von 0,082. Reinces Porzellan hat bei ea. 1000 
eine BLeitfähigkeit von 8.107, leitet also chenfalls auBcrordentlich 
schlecht. Sobald man aber Gemische herstellt, erhält man relativ 
gute Leitfähigkeiten, und wir haben demgemäf das Problem in 
Angriff genommen, den Einflul verschiedener Zusätze (10-—15 °/o) 
zu ciner gleichsam als Lüsungsmittel dienenden Grundsubstanz 
näbher zu untersuchen. Das Beobachtungsmaterial findet sich auf 
beilicgender Kurventafel aufgetragen. 
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Fig. 2. 


Zunächst fällt die allgemeine Erscheinung in die Augen, daf 
bei einer ziemlich genau zu bestimmenden Temperatur die Leit- 
fähigkeit stark beschleunigt ansteigt, der Temperaturkoeffizient 
der Leitfähigkeit in diesem (Gebiete also relativ beträchtliche 
Werte annimmt. Ferner kann man mindestens im grofen und 
ganzen die Regel aufstellen, dal die Leitfähigkeit von Gemischen 
chemisch nahestehender Stoffe sehr gering ist. So leiten Gemische 
aus den Oxyden des Thors, Zirkons und Cers schr schlecht, ebenso 
Gemische aus Yttrium und Erbium; hingegen entstehen durch 
Mischung dieser beiden verschiedenen Kôrpergruppen relativ gut- 
leitende Substanzen. 

In einer Gruppe verwandter Oxyde steigt ferner die Leit- 
fähigkeit des Gemisches mit abnehmendem Atomgewichte; so nimmt 
die Leitfähigkeit der Zirkonstifte in der Reihe Lanthan, Yttrium, 
Scandium zu; die Leitfähigkeit der Yttriumstifte wächst in der 
Reïhenfolge Cer, Zirkon, Titan. 


Ueber die Influenz ferromagnetischer Krystalle, 
insbesondere über die P. WeiB’schen Beob- 
achtungen am Magnetit. 


Von 


W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 27. October 1900. 


In den meisten Gebieten der Krystallphysik lassen sich die 
Erscheinungen befriedigend darstellen, wenn man die Bestimmungs- 
stücke des secundären, bewirkten Zustandes (z. B. die Deforma- 
tionsgrüBen in einem elastischen Krystall) als homogene lineäre 
oder quadratische Functionen der Parameter des primären, ur- 
sächlichen Zustandes (z. B. der Druckcomponenten) ansetzt. Hierauf 
beruht die relative Einfachheit, welche (neben der auferordent- 
lichen Mannigfaltigkeit) jene Gebiete auszeichnet. 

Eine seit langem bekannte Ausnahme bietet die thermi- 
sche Dilatation, bei welcher selbst in mäfigen Temperatur- 
bereichen der Ansatz der Deformationsgrüfien als lineärer Func- 
tionen der Temperatur sich als ungenügend erweist. Aber der 
Vorgang ist ein so einfacher, dafi die Erweiterung jenes Ansatzes 
durch hühere Potenzen der Temperatur nur wenig neue Gesetz- 
mäfigkeiten von Belang liefert. In der That werden dadurch die 
Symmetrieverhältnisse des Vorganges nur in dem monoklinen und 
dem triklinen Systeme geändert und zwar nicht eben in einer 
eingreifenden Weise. Andere Ausnahmen sind meines Wissens 
bisher nicht eingehend untersucht worden. Unter diesen Um- 
ständen erschien es mir lohnend, ein Gebiet zu behandeln, in 
welchem stets, wenn die lineär-homogenen Beziehungen versagen, 
eine tiefgreifende Veränderung der Symmetrieverhältnisse Platz 
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greift, nämlich die (magnetische) Influenz ferromagnetischer Kry- 
stalle. - 

Unter den bezüglichen Beobachtungen, über die Herr Du Bois 
in seinem Referat über ,die magnetischen Eigenschaften der pon- 
derabeln Materie“ dem diesjährigen internationalen Physikercon- 
greB in Paris berichtet hat, sind die von Herrn P. WeiB') am 
regulär krystallisirenden Magnetit (Fe,O,) angestellten so ausführ- 
lich, daB sie die Anwendung der Theorie, wenngleich nach der 
Gesammtlage unserer KenntniB der Gesetze des Ferromagnetismus 
nur in beschränktem Umfange, gestatten. Es läft sich ohne 
Schwierigkeit der quantitative Zusammenhang einer Reihe von 
bei jenen aufgefundenen Thatsachen und in Annäherung auch ihr 
quantitatives Gesetz theoretisch entwickeln. Da andere ausführ- 
liche Beobachtungen nicht vorliegen, so werde ich mich nach Ent- 
wicklung der allgemeinen Gesichtspunkte auf die Behandlung der 
Krystulle des regulären Systemes und insbesondere auf die Theorie 
der Weif’schen Beobachtungen beschränken. 

1) Bezeichnen wir mit a,b,c die Componenten des influen- 
zirten magnetischen Momentes »m der Volumeneinheit, mit 4, B, C 
die Componenten der gesammten magnetischen Feldstärke nach 
den Coordinatenaxen, so sind die gewôühnlichen (lineären) Be- 
ziehungen des Krystallmagnetismus, die bei der Voraussetzung 
der Hauptmagnetisirungsaxen die Form 


1) a — k1 À, b — knB, C —= kr C 


annehmen, (unter den X die Susceptibilitäten verstanden) bei ferro- 
magnetischen Krystallen nicht mehr gültig. Die Momente sind 
nicht mehr der Feldstärke proportional und überhaupt nicht mehr 
durch deren augenblicklichen Werth allein bedingt, sondern hängen 
auch von deren früherem Verlauf ab. letzterer Umstand, ins- 
besondere die sog. Hysteresis, complicirt die Erscheinungen aufer- 
ordentlich; man kann sie vermeiden, indem man der Theorie 
zunächst einen Idealzustand unterwirft, bei dem die inneren 
Reibungskräfte, welche die Hysterese bedingen, gleich Null gesctzt 
werden. Den Verlauf der unter diesen Umständen eintretenden 
Erscheinung kann man dann in grofier Annäherung durch die 
Mittellinie der bis zu belicbig hohen Feldstärken beobachteten 
Hystercsis-Cyklen dargestellt denken und wird dabei um so 
weniger Unsicherhciten ausgesctzt sein, je enger diese Cyklen 
sind. Bei gewissen Varietäten des von Herrn P. Wei beob- 


1) P. Wei, Thèses pres. à la Fac, d. Scicns. de Paris, 1896. 
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achteten Magnetit sind die Cyklen so eng, daf sie nach ausdrück- 
licher Angabe bei den uns weiterhin besonders interessirenden 
Beobachtungen an Kreisscheiben überhaupt keine merkliche Wir- 
kung übten. 

Der geometrische Verlauf dieses idealen magnetischen Momentes 
m, als Function der äufBern Feldstärke A dargestellt, ist nun nach 
der Beobachtung krummlinig, bei kleinen Feldstärken mit starker 
Annäherung an die Gerade. Beschränken wir uns der Einfachheit 
halber auf centrisch-symmetrische Krystalle, bei denen 
positive und negative Richtungen von H entgegengesetzt gerichtete 
Momente bewirken, so bietet sich für die Componenten 4, b, c 
von # ein Ansatz, der nach ungeraden Potenzen der Componenten 
À, B, C von H fortschreitet. Wir wollen ibn zunächst in der sym- 
bolischen Form darstellen 


a — Afh+D(4',B,C), b — B(kn+ E(4°, B?,C')), 
ce — C(km+F(4!, B, C')), 


worin D, E, F Reïhen darstellen die, mit Gliedern zweiten Grades 
beginnend, nach geraden ?otenzen der À, B, C fortschreiten. # 

Es bietet keine Schwierigkeiten diese Reihen durch Einführung 
der Symmetrieelemente für die einzelnen Krystallgruppen zu spe- 
cialisiren. Für unsern nächsten Zweck genügt es, die Formeln 
aufzustellen, die speciell für das reguläre System gelten und 
lauten : 

a — A(k—k, A°—%k, H°—k,A*—k, A H°—k, H*...), 
3) b B(k—Kk,B°—k, H°—K%,B*—Kk,B'H°—-k, H*...), 

c=—= C(k—k,C—K, H°—K%,C*—k,C°H'-Kk,H°...); 
hierin sind 4, k,, k,,.. Constanten, von denen nach den Beobach- 
tungen die k, solche Werthe haben, daB das erste Glied jeder 
Klammer bei mäfigen Feldstärken die folgenden erheblich über- 
wiegt. 

Die Formeln (3) zeigen: 

Bei Erweiterung der Magnetisirungsformeln 
des regulären Systemes durch Heranziehung hôherer 
Glieder verlieren sie den Character der Isotropie, 
welcher der crsteren Annäherung eignet. — 

Auf eine einfache Beziehung eines anderen Gebietes der 
Krystallphysik zu dem hier behandelten mag im Voraus hinge- 
wiesen werden. Beschränkt man sich in dem Ansatz (3) auf die 
Glieder erster Ordnung oder dritten Grades und bildet das Moment 


L = aax+bB+cy 


2) 
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nach der Richtung der Kraftlinien, wobei « — A/H, 8 — B|H, 
y = C|H deren Richtungscosinus sind, so erhält man 


L — (HR, H°)— RH (ot + Bt + y‘). 


Betrachtet man die Abhängigkeit dieses Ausdrucks bei constanter 
Stärke H nur allein von der Richtung des Feldes, so erhält man 
dasselbe Gesetz, welches für den Modul der longitudinalen Dila- 
tation eines aus einem regulären Krystall geschnittenen Cylinders 
gilt'} Analoges gilt für andere centrisch-symmetrische Krystall- 
gruppen. 

Obwohl nun weder die vorgenommene Beschränkung auf die 
Glieder erster Ordnung, noch die Identificirung der inneren Feld- 
stärke H mit der von aufBen ausgeübten zulässig ist, so darf man 
aus dem erhaltenen Resultate doch schlieBen, daB zwischen dem 
Gesetze des beobachtbaren longitudinalen Momentes und dem des 
elastischen Dehnungsmoduls eine beträchtliche Aehnlichkeit bestehen 
wird. Diese Aehnlichkeït ist bei den WeiB’schen Beobachtungen 
bereits von Herrn Du Bois bemerkt worden. — 

Die Darstellung der Momente a, b,c durch Potenzreihen hat 
auf den ersten Blick etwas Unbefriedigendes; es ist mehr als 
wahrscheinlich, daf diese Reïhen bei einigermaBen bedeutenden 
Feldstärken sehr schlecht convergiren werden, und man wird nach 
dem Verlauf, den die Beobachtungen zeigen, mehr geneigt sein, 
andere (etwa gebrochene oder Exponential-)Functionen zu ihrer 
Darstellung heranziehen. Z. B. würde ein Ansatz von der Form 


À 
NS B 
p+VSÆ +R 
C 
CE, 
p+ Va H° + r'C? 
in dem p, q, r Constanten sind, den Symmetrieeigenschaften centri- 
scher regulärer Krystalle und zugleich befriedigend den WeiB’- 
schen Beobachtungen entsprechen. 

Indessen bieten dergleichen Ausdrücke bei der Behandlung, 
wie bei der Discussion der Resultate mancherlei Unbequemlich- 
keiten dar, sodaB ich mich umsomehr für die oben erürterte 
Behandlungsweise entschieden habe, als es ja jederzeit müglich 
ist, durch Operiren mit kleinen Feldstärken die Convergenz der 


1) W. Voigt, Pogg. Ann. Erg. Bd. 7, S. 5, 1875. 
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Reihen zu verbessern und eine Beschränkung auf eine sehr kleine 
Zahl von Gliedern zu ermôglichen. 

2) Bei ferromagnetischen Krystallen ist es wegen der erheb- 
lichen Susceptibilitäten, die bei Magnetit z. B. in der Nähe von 
10 liegen, nicht erlaubt, von der Selbstinfluenz abzusehen. Man 
wird daher der Beobachtung passend solche Präparate unterwerfen, 
für welche die strenge Theorie der Influenz durchführbar ist, also 
Ellipsoide, — im Grenzfall Kugeln, dünne Kreiscylinder und dünne 
Kreisscheiben. Da für das Ellipsoid auch mit den erweiterten 
Magnetisirungsformeln (2) derselbe Weg zum Ziele führt, der dies 
mit den einfachen Ansätzen (1) leistet, ist leicht erkennbar. 


Das Potential # — il 2 eines homogenen Ellipsoides von 


der Dichte Eins, dessen Axen mit den Coordinatenaxen zusammen- 
fallen, auf einen innern Punkt x, y, z hat bis auf eine irrelevante 
additive Constante bekanntlich die Form: 


ÿ = —} (Ma + Ny'+ Ps) 


worin M,N, P Functionen allein der Axenlängen darstellen. Die 
Kraft, welche der innere Punkt erfährt, hat also die Componenten: 


XEMX, = Ny} Z = P?. 
Das Potential œ desselben homogen magnetisirten El- 


lipsoides folgt hieraus, wenn a, b, c wie oben seine specifischen 
Momente bezeichnen, su, 


É o— rs 
p = ro +cC _ 
sidi dv, du, 
sd rS r re arr 
= +(aX +bY+cZ) 
zu 
4) o = +aMzx +bNy + cPe. 


Hieraus ergeben sich für die von dem magnetisirten Ellipsoid auf 
einen innern Punkt ausgeübten Kräfte die Werthe: 


b) A'= —aM, B— —DN, C"—= —cr, 

und bei Einwirkung einer äuBeren Feldstärke Z,(4,, B,, C,) (ie 
Gesammtcomponenten : 

6) A = A,—aM, B—= B,-bN, C = C,-cP. 

PANEES 
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Gelten nun für die Substanz des Ellipsoides die Magnetisirungs- 
formeln (2), (wobei wir hier der Einfachheit halber die unwesent- 
liche Beschränkung machen, da8 die Ellipsoidaxen zugleich Haupt- 
magnetisirungsaxen der Substanz sind) so kann man in sie die 
Beziehungen (6) einsetzen und darnach aus ihnen die gesuchten 
Momente a,b,c bestimmen. Die betreffende Rechnung wird sebr 
einfach, wenn man die Ergänzungsglieder D, E, F als klein neben 
den #r. Xi, ur ansehen und in sie für À, B,C die Annäherungs- 
werthe einführen darf, die sich aus (2) und (6) bei Vernachlässigung 
jener Glieder ergeben, nämlich 


a = h(4,—-aM), b = kn(B,—0N), c — km(C,—c?) 
oder 


7) a KA 


+ At trME 


_ KrB,_ D __ Km Co 
re 1+%n N°? Er 1+ km 2" 


b 


Hierdurch wird dann in gleicher Annäherung 
D © do BE LR = Ne = En 
wobei M,, N,, P, Abkürzungen sind, und unsere Formeln (2) nehmen 
die Gestalt an: 
a = MA +M,D(M°A;, N°B;, PsC)), 
9) b= N, Bin + N E(M A, N°B, PC), 
c = P,C;(im+P, F(M°2A,, N°B%, PC). 


Sind D,E,F durch Reïhen dargestellt, so kann man die 
Genauigkeit des Resultates durch Wiederholung dieses Annähe- 
rungsverfahren in bekannter Weiïise steigern. Wir wollen, da 
es sich vorläufig noch nicht um eine zahlenmäBige 
Vergleichung der Theorie mit der Beobachtung han- 
delt, hiervon absehen. — 


8) A=— 


= PC, 


Die strengen Formeln für ein abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid von der Gleichung 
2 2 2 
10) SOU SEE | 


Ar TA on 


geben bekanntlich 


2 
M = N = %% [(1+4A)arctg4—à], 


1 nas 


P = 4x FE 


(4—arctg À), 


ANUS: 
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wobei 4 — (A*— F)JF? ist. Uebertrifft hierin À so erheblich F 
da8 F? neben A° vernachlässigt werden kann, 50 ist: 


1 = AT, arctg À — ix—1/4, also 


x { 1 
19) M=N=T(s-<), = (1-5) 


Vernachlässigt man gar l selbst neben À, so findet sich: 
M=N =.#/), P = An 

also 

pale, DA. 

+ ki 7 1+4xk" 


Hieraus ergeben sich für M,, N, einerseits und P, andrerseits 
unter Umständen sehr verschiedene GrüBen; bei À — 60, & — 10 
folgt z. B. M, — etwa gleich 1/2, P, etwa gleich 1/120. Dies 
(bekannte) Resultat ist bei gewissen Fragen im Auge zu behalten. 

3) Die Weif’schen Beobachtungen an Magnetitscheiben sind 
so angestellt, daB die Scheiben, mit ihrer Ebene parallel zu den 
Kraftlinien des äuBeren Feldes befestigt, in Bezug auf ihre geo- 
metrische Axe um gewisse Winkel gedreht wurden, und der hier- 
durch in einem, die Scheiben nahe meridional umgebenden, ebenen 
Windungssystem inducirte Integralstrom J gemessen wurde. Da 
diese Windungen der Scheibe nicht unmittelbar anlagen, so ist die 
in ihnen bei den Beobachtungen inducirte electromotorische Kraït 
nicht ohne weiïteres zu übersehen, sondern erfordert eine kleine 
Rechnung, die hier angedeutet werden mag, da das Resultat für 
die Verwerthung jener Messungen mafigebend ist. 

Wir wollen hierbei der Einfachheit halber, da es sich immer 
nur um eine Annäherung handelt, das Windungssystem als einen 
elliptischen Ring ansehen, der in einer Meridianebene des magne- 
tisirten Rotationsellipsoides aufgestellt ist und eine zu dem Meri- 
dianschnitt desselben confocale Gestalt besitzt. Seine Halbaxen 
seien À, M, dann ist 


13) AP — AP = 6, 

Die Kraft, welche ein Rotationsellipsoid von den Axen A," 
und von der Dichte Eins auf einen innern Punkt mit den Coor- 
dinaten x, y, z ausübt, hat die Componenten 
14) X, = Mx, Y, = My, Z, = Ps, 
wobei M, und P, die Ausdrücke (11) sind, gebildet für das neue 
Ellipsoid, d. h. für 4 — (A;—1)/F statt für 4°. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Mathemat.-physik. Klasse. 1900. Heft 3, 24 


M, = N, = 
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Nach dem MacLaurin’schen Satz hat dann die Kraft, 
welche das gegebene Ellipsoid auf eine Stelle der Oberfläche 
des Hülfsellipsoides mit den Coordinaten x, y, z ausübt, die Com- 
ponenten 

AT. — A?r — Ar 


RES Ni re AT, My, Z = AT. Fe 
und hieraus ergiebt sich gemäf S. 335 das Potential des gegebenen, 
u. zw. homogen mit den Momenten a’, b', c' magnetisirten Ellip- 
soides zu 

Ar 
16) 


p = xp CMx+l'My+cPe), 


wobei nun A,,f,, M,, P, sämmtlich Functionen der Coordinaten 


&, y, 3 Sid. 

Ist auch für das Hülfsellipsoid F, so klein neben À, daf F 
neben À! vernachlässigt werden kann, so ist nach (13) À, — A zu 
setzen und 4, — AJF,, 4/4 = Fr. 

Dann wird auch 

a 4 1 
A lle INSEE Le) re fi) 
und À, ist geliefert durch die Gleichung des Hülfsellipsoides, die 
sich jetzt schreiben läft: 


18) m+y+aia — A! 

DemgemäB nimmt (16) die Gestalt an 
( RL mt PT des li aus 
19) p= CTI )+ #2 ( ie 


Wird die Ebene der Leiterellipse vorübergehend zur YZ-Ebene 
gewählt, so brauchen wir für unsern Zweck allein die X-Compo- 
nente der von dem magnetisirten Ellipsoid ausgehenden Kraft 
zu berechnen. Dieselbe folgt allgemein zu 


4A\  Ax(az+b'y)  4c'x 
2%) mn ( pet AN NE CR es 
it (e ï) dé 12} 
und speciell für die Meridianebene x — 0 zu 
1 = =) 
21) A LÀ FE 


A ist hiernach für die Punkte einer zur Meridianellipse confocalen 
Ellipse constant und ändert sich von einer derartigen Ellipse zur 
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andern — da ja grüfiere Entfernungen durch die Annahme eines 
kleinen Werthes F/A, ausgeschlossen sind — nur wenig, nämlich 
nur wegen des zweiten (Gliedes in der Klammer. 

Der Werth der bei einer Drehung des magnetisirten Ellip- 
soides in der Leiterellipse inducirten electromotorischen Kraft ist 
(da die äufere Feldstärke À, sich nicht ändert) proportional mit 
der zeitlichen Aenderung des Integrales 


J = f'4df, 


dieses genommen über die von der Leiterellipse umschlossene ebene 
Fläche f. Dabeï ist aber auf dem Bereiche von f, das innerhalb 
des magnetisirten Ellipsoides liegt, für 4’ derjenige Werth zu 
setzen, der im Innern eines feinen, das Ellipsoid durchsetzenden 
Spaltes stattfinden würde, nämlich À! — 4'+4xa. Die Ausfüh- 
rung der einfachen Rechnung liefert bei Vernachlässigung von 
Eins neben 4° den Werth 

29) Te an AU (4 — +) 

A, 

wobei a’ mit # vertauscht ist, um hervorzuheben, daB es sich 
um das Moment normal zu der Ebene des Leiterkreises handelt. 

Dies Resultat zeigt, daB, obwohl das magnetische Feld bei der 
Drehung des magnetisirten Ellipsoides nicht nur seine !ntensität, 
sondern auch seine Configuration ändert, doch die Beobachtung 
des inducirten Stromes einen directen SchluB auf das influenzirte 
Moment # normal zur Ebene des Leiterkreises gestattet. 

Bei den Weif’schen Beobachtungen war jene Ebene bald 
normal bald parallel zu den Kraftlinien des primären Feldes 
gestellt; im ersten Fall gab demgemäB die Messung Aufschluf 
über die Veränderungen des longitudinalen Momentes !, im 
letzten Falle über die des transversalen Momentes { Wir 
wollen die Ausdrücke für diese GrüBen als Functionen der Orienti- 
rung der Kreisscheibe im Magnetfelde nunmehr in den drei von 
Herrn WeiB beobachtcten Füällen berechnen, da die Kreisscheibe 
einer Würfelfläche, einer Granatoederfläche oder einer Octaeder- 
fläche parallel hergestellt war, indem wir dabei die Scheiben als 
sehr abgeplattete Rotationsellipsvide betrachten. 

4) Für ein Rotationsellipsoid, dessen Axe (7) in eme Würfel- 
normale fällt, künnen unsere Ausgangsformeln (3) unmittelbar 
angewandt werden. Wir führen sie bis zu den Gliedern dritter 
Ordnung (d.h. siebenten Grades) fort und schreiben sie unter 


Benutzung der Abkürzungen 
24* 
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K —=k-—1,H-k,H'—k,H", 


23) K, =k,+8kH'+KkH", 
K, —6,+k,H", K, = k, 
folgendermaen : 
| a — A(K—-K, A—K, A‘--K,A4°), 
24) b — B(K-K, B°-K,B‘-X,B°), 


c— C(K—K,C'—K, C'—K, C°). 


Auf dieses System wenden wir das oben auseinandergesetzte 
Annäherungsverfahren ein Mal an. 

Wenn wir dabei, wie schon S. 336 gesagt, von wiederholten 
Annäherungen absehen, so ist damit implicite vorausgesetzt, daf 
die Quadrate der Coefficienten erster Ordnung %, und #4, klein 
neben denen zweiter Ordnung sind, u. s. f. Bei wirklichen Zahlen- 
rechnungen wäre diese Annahme zu prüfen und wäre nôthigenfalls 
die successive Annäherung an die Stelle der einmaligen zu setzen. 
Für unsere nächste Aufgabe kann hiervon um so mehr abgesehen 
werden, als die genaueren Formeln sich nur durch die Bedeutung 
der Parameter von den hier aufgestellten unterscheiden und ihnen 
also bei nur qualitativen Ueberlegungen gleichwerthig sind. 

Das Resultat der einmaligen Annäherung ist sehr einfach ; 
man erhält die früheren Formeln (24) zurück, nur steht M, A, M B,, 
P,C, an Stelle von À, B, C, ferner in den ersten beiden Glei- 
chungen M,k,, in der letzten P,k, an Stelle von 4. Wir brau- 
chen indessen dies resultirende allgemeine System nicht aufzu- 
schreiben, da wir dasselbe nur für den Fall einer aequatorial 
liegenden Feldstärke H, von unveränderlicher GrüBe anwenden 
werden. Hier, wo C, = 0 ist, erhalten wir relativ einfach, 
wenn Wir 
25) Aj =. H, 0088, Le: Bu Hsind 
setzen, also mit ® den Winkel zwischen H, und der X-Axe be- 
zeichnen : 

a — K'cosÿ —X,; cos 9 — K!cos° 3 — K!cos'?, 
cr b = K'sino— K!sint9— K'oin°9— K'sin9, 
wobei 

K'=kM,H,-4,MHi-k, M Hi-k,M$H;, 
27) Ki = RMH+E MR ME, 

K, = k,MH5+k,M,H, K, = 4,M;H 
bezeichnet, 
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Es mag darauf hingewiesen werden, da8 bei Fortlassung aller 
Ergänzungsglieder nur X' von Null verschieden ist, und da die 
Eïnführung je eines hôheren Zusatzgliedes stets einem weiteren 
X, einen von Null verschiedenen Werth giebt; bei Beschränkung 
auf erste Ordnung ist also X’ und X! endlich, bei der auf zweite 
K', X! und X, u.s.f. Daneben ändern die nicht verschwindenden 
Parameter bei Erweiterung des Ansatzes ihre Werthe. 

Für das longitudinale und das transversale Moment 


l—=  acos9+bsin® 


28) } 
É = — asin9<+0bcos® 


erhält man hieraus 
l—=(KÆ'-K;—-K;,-K;)+1(2K;+38K;+4K!(1—1sin 29))sin’ 29, 


29 
t— }(K;+X, + K7(1—1 sin°28)) cos 29 sin29. 


Es ist von Interesse, zu beachten, wie die Heranziehung hô- 
herer Glieder den Verlauf dieser Functionen modificirt. Der alte 
Ansatz (1) giebt nach dem zu (27) Gesagten ! constant, 6 — Ü; 
die Zufügung der Glieder erster Ordnung macht beide um 4x pe- 
riodisch und zwar  lineär in cos4®, ét in sin 49, so da der ganze 
Zug der Curven für ? und für #{ von # = 0 Lis # — 2x in acht 
gleiche, abwechselnd nach oben und nach unten liezende Zweige 
zerfällt; die Amplituden a, und a, sind hier einander gleich. 

Die Ergänzung durch Glieder zweiter Ordnung ändert die 
Form der Functionen nicht, macht aber die Amplituden a, und «, 
von einander unabhängig. Die Zufügung der Glieder dritter Ord- 
nung endlich, welche die vollständigen Formeln (29) ergiebt, hebt 
die Gleichheit der acht Zweïige der Curven für ! und # auf, rückt 
z. B. die Stellen grôften Falles von ? und grôiter absoluter Werthe 
von { von den ursprünglichen Abscissen # — 1(2h+1)x etwas 
nach den Abscissen # — 4x hin. 

Hiernach läft ein Blick auf die graphische Darstellung der 
mit Kreisscheiben parallel zu einer Würfelebene erhaltenen Be- 
obachtungsresultate erkennen, bis zu welchem der hier benutzten 
Glieder unser allgemeiner Ansatz (3) behufs Erklärung der That- 
sachen auszudehnen ist. Die WeiB’schen Messungen am Magnetit 
von Brozzo geben für { und t Curven, welche durchaus den Ha- 
bitus der theoretischen besitzen; sie liefern ein Amplitudenver- 
hältniss von ungefähr «a, — 4«,, wodurch mindestens die Glieder 
zweiter Ordnung (also fünften Grades) erfordert werden; da sie 
aber auferdem eine Dissymetrie der oben erwähnten Art auf- 
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weisen, so sind jedenfalls auch die Glieder dritter Ordnung (sie- 
benten Grades) heranzuziehen. Die Nothwendigkeit, so weit zu 
gehen, erklärt sich vollständig durch die Stärke der Felder, 
mit denen operirt wurde. In der That zeigen die Beobachtungen, 
die mit Magnetitstäbchen bei constanter Orientirung, aber wech- 
selnder Feldstärke erhalten sind, da bei ähnlichen Feldern das 
Gesetz des erzeugten Momentes von der Proportionalität mit der 
Feldstärke weit abweïcht. | 

5) Für ein Rotationsellipsoid, dessen Axe (7) in eine Gra- 
natoedernormale fällt, erhalten wir die Magnetisirungsformeln 
aus dem Ansatz (3) resp. (24), indem wir das Coordinatensystem in 
Bezug auf die X-Axe um 45° drehen. Es resultirt so bei Be- 
schränkung auf die Glieder dritter Ordnung in den Abkürzungen (23): 


a — A(K—-K,A°-K,A4*—-K,4°, 

b — B(K-1K,(B°+30C*)—-1K,(B°+10B°C°+5C° 
(80) —1K,(B°+21B* C°+35 B°C*+70C°), 

ce = C(K—-3K,(3B+0C)—-1X,(5B°+10 BC +0 

—1X,(7 B°+35 B°C*+21 B°C*+C°)). 
Bei Anwendung des früheren Annäherungsverfahrens und bei 

Beschränkung auf aequatorial liegende Feldstärken folgt hieraus : 
a = K'cos®—K'cos* 8 — K' cos 9 —K;cos'?, 


31 
b — K'sinÿ—1K'sinÿ—1K'sin°9 —1K'sin'#, 


wobei die X} durch (27) gegeben sind, und # wieder den Winkel 
zwischen der äufern Feldstärke H, und der X-Axe bezeichnet. 
Für das longitudinale und das transversale Moment erhält man : 


[l—(K'-K|;-K;—-K;) 
+ (EX (1+3 cos à) + 5 K°(1 + cos’ 9)? 
32) +4 K,(7 +11 cos" ® +5 cos +9 cos° #)) sin°# 
= }(K+4K(1 +005") 
+4X, (1 — cos” 9 +4 cos'®)) sin 28 (3cos° 9 — 1). 


In Bezug auf diese complicirten Formeln gilt nahe dasselbe, was 
zu (29) gesagt ist. Ohne den Verlauf wesentlich zu ändern, 
modificiren die (Glieder zweiter und dritter Ordnung doch bedeu- 
tungsvoll das durch die ersten beiden (in X' und X} multiplicirten) 
Glieder ausgedrückte Gesetz. t verschwindet unter allen Umständen 
in der Richtung der Würfelnormale (9 — 0 oder x), der Grana- 
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toedernormale (8 — x oder 3x) und der Octaedernormale (cos® 
= +1/V3), und besitzt seinem absoluten Werthe nach ein kleines 
Maximum in der Nähe der Granatoeder-, ein grôBeres in der Nähe 
der Würfelnormale; aber die Lage seiner Maxima und Minima 
und ihbre relative GrôüBe ändert sich bei Hinzunahme hôherer Glieder. 
Auch hier zeigt eine Construction des Verlaufes der bei den Glie- 
dern dritter Ordnung abgebrochenen Formeln durch die Verglei- 
chung mit den von Herrn Wei nach seinen Beobachtungen 
hergestellten neben einer weitgehenden Aehnlichkeit der beiden 
Curven durch kleine charakteristische Differenzen doch ohne alle 
Rechnung die Nothwendigkeit der Heranziehung der hôherenGlieder. 

6) Für ein Rotationsellipsoid, dessen Axe (Z) in eine Octaeder- 
normale fällt, erhalten wir die Magnetisirungsformeln aus dem 
System (30) durch Drehung des Coordinatensystemes in Bezug auf 
die Y-Axe um den Winkel 3 — 35° 16’ (sin*y — 4) in negativem 
Sinne. Es bleibt dabei also die Y-Axe in der Richtung einer 
Granatoedernormale liegen. Die resultirenden Formeln sind sehr 
complicirt; wir beschränken uns daher hier von allem Anfang auf 
den Fall, daf die innere Feldstärke in der Aequatorialebene liegt, 
setzen also C — 0. Dann resultirt nach ziemlich umständlichen 
Reductionen : 


a = (KH—-YK H°)cos8 —." K,H°(10cos8+cos59) 
— 5} À, H°[(85+2 cos 6 #)cos 9 +6 cos 58], 
83) b — (KH—-1K H°)sin9 —,, K,H°(10sinÿ —sin5®) 
— 5l5 K,H°[(35+2cos69)sin 9 —Gsin 5 8], 
c= —(Æ,H°+5K,H°+4 K,H°) = cos 39). 
Führt man wie oben durch das Annäherungsverfahren die äufere 
Feldstärke H, ein, so resultirt in den früheren Abkürzungen: 
a = (K'-4K;)cos8 —3,K;(10 cos 8 + cos 5 8) 
— 515 K;![(85+2cos68)cos9+6Gcos5 9], 


34) b — (K'-1K!)sin9 —,,K;(10sin8 —sinb®) 
— 515 K;[(85+2cos68)sin9—6smb9], 
, es 
c — _ (Ki +5K;,+535 Ki) cos 5 ©. 


Abweïichend von den beiden oben behandelten Fällen Ne 
schwindet hier die Componente c nach der Axe Z des Rotations- 


344 W. Voigt, Ueber die Influenz ferromagnetischer Krystalle. 


ellipsoides nicht, selbst dann nicht, wenn man sich auf die Zu- 
satzglieder erster Ordnung beschränkt ; sie hat einen mit #& perio- 
dischen Werth von der Periode 2x/3, wie dies dem Umstand ent- 
spricht, daf jetzt die Z-Axe eine dreizählige Symmetrieaxe der 
Substanz ist. Das Gesctz dieser Componente ändert sich bei Heran- 
ziehung der Glieder hüherer Ordnung nur allein bezüglich der Be- 
deutung des constanten Factors. 

Handelt es sich um ein stark abgeplattetes Rotationsellipsoid, 
so ist nach $S. 837 c wegen des Factors P,/M, sehr klein neben a 
und b. Bei den Weif’schen Beobachtungen ist sein Werth über- 
haupt nicht bestimmt. ; 

Die Werthe des longitudinalen und des transversalen Momentes 
folgen aus (34) relativ einfach zu 


1 (K'=LK)— 4 Ki(10+cos69)—,15 K!(35+8c0569), 


35 
Me HE,+K!)sin69. 


Auch hier zeigt sich gegenüber den früheren Werthen (29) 
und (32) ein bedeutungsvoller Unterschied. Während bei jenen 
die Veränderlichkeit von ? mit der Richtung und ein Werth von 
t bereits bei den Gliedern erster Ordnung cinsetzte, beginnt hier 
beides crst mit den Gliedern zweiter Ordnung, die obenein in den 
Formeln mit schr kleinen Zahlenfactoren behaftet sind. Man wird 
daraus schlieBen dürfen, daB hier beide Effecte erheblich unbedeu- 
tender sind, als in den frühcren Fällen. In der That haben die 
Messungen, die Herr WciB an Kreisscheiben, parallel zu einer Oc- 
taederfläche geschnitten, angostellt hat, deutliche Resultate nach 
beiden Richtungen nicht geliefert. Die kleinen Wirkungen sind 
offenbar durch sccundäre Einflüsse, Inhomogenitüten und Sprünge 
des Materialcs, Unregclmäfigkeiten der geometrischen Form der 
Präparate, verdeckt worden. — 

Die vorstchenden Entwickelungen lassen es wünschenswerth 
erscheinen, da bei wciteren Beobachtungen Sorge getragen wird, 
die Verhältnisse nach Môglichkeit zu vereinfachen. Die im All- 
gemeinen hôüchst complicirten Formeln reduciren sich erheblich, 
wenn die Feldstärken klein genug gewählt werden, um mit den 
Zusatzglicdern erster Ordnung oder dritten Grades auszukommen. 
Bei der grofien Genauigkeit der von Herrn Wei benutzten Be- 
obachtungsmethode schcint das schr wohl müglich. In diesem Falle 
hüngt der ganze Vorgang bei einem unveränderlichen Feld ausge- 
setzten Kreisschciben von nur zwei Parametern ab. 


Güttingen, October 190. 


Ueber raumgleiche Polyeder. 


Von 
M. Dehn in Karlsruhe. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 27. October 1900. 


Raumgleich wollen wir, wie üblich, zwei inhaltsgleiche Polyeder, 
IT, und 1, dann nennen, wenn sie in respective congruente Po- 
lyeder zerlegt werden künnen. Dabei ist die Inhaltsgleichheït in 
bekannter Weise mittels eines Grenzprozesses definirt zu denken. 
Im Folgenden wollen wir uns damit beschäftigen, cine allgemeine 
Bedingung für die Raumgleichheit zwcier Polveder aufzustellen. 
Um zu zeigen, dafi diese Bedingung nicht stets bei inhaltsgleichen 
Polyedern erfüllt, also trivial ist, sollen einige specielle Fälle un- 
tersucht werden, von denen der eine die Verwandlung eines regu- 
lären Tetraeders in ein Prisma behandelt. Es wird sich das, 
wegen der analogen Verhältnisse in der Ebene auf den ersten Blick 
vielleicht überraschende, Resultat ergeben, daf ein ; eguläres Tetracder 
keinem Prisma raumgleich scin kann, dal also Tetraeder und Prisma 
auf keine Weise in respective congruente Teile zerlegt werden Künnen. 

Als Teilung zwcier inhaltsgleicher Polveder 77, 17, wollen wir 
kurz eine solche Zerlegung von 7, und //, bezeïichnen, bei der 
diese in bezichungsweise congruente Teïlpolyeder zerfallen. Aus 
einer Teilung von //, und //, künnen wir leicht belichig viele an- 
dere Teilangen gewinnen. Wir branchen nur irgend welche Teil- 
polyeder von //, wieder zu zerlegen nnd genau dieselbe Zerlegung 
an den entsprechenden, congruenten Teilpolyedern von J1, anzu- 
bringen. Eine besonders einfache derartige Abänderung ist die, 
daB man Kanten von Teilpolyedern in eine Anzahl von Teilen 
zerlegt. Wir werden dies Verfahren im Folgenden häutig anwenden. 
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Unsere Hauptaufgabe besteht nun darin, nachzuweïsen, daB 
aus einer beliebigen Teilung stets eine Normalteilung hervorgeht, 
die wegen ihrer besonderen, leicht zu übersehenden Eigenschaften, 
es uns ermôglicht, die gewünschte Bedingung für die Raumgleich- 
heit von ZI, und ZZ,, beinahe mühelos, abzuleiten. 

Wir definieren: 


Normalteilung von 11, und ZI, ist eine solche Teilung, bei 
der sich die Kanten der Teilpolyeder sowohl in Z, wie in Z, 
so in einzelne Gruppen ordnen lassen, daB die Samme der Flächen- 
winkel an den Kanten einer Gruppe gleich 2R oder 4 oder 
gleich einem Flächenwinkel des betreffenden Polyeders, 1, resp. 
IL st. 
Die vorgelegte beliebige Teilung von Z1, und ZI, vereinfachen 
wir zunächst in folgender Weise: Auf einer Kante eines Teïlpo- 
lyeders von 17, werden im Allgemeinen Endpunkte anderer ,Teil- 
kanten“ liegen, die zum Teil mit der ersten Kante zusammen- 
fallen — s. Fig. 1. In jedem solchen Punkte teilen wir die be- 
treffende Kante und machen dieselbe Operation bei allen Kanten 

der Teil-Polyeder von 11, 

Zerlegen wir die Teilpo- 

lyeder von ZJ, genau 50, 

wie die entsprechenden con- 

gruenten Teïlpolyedern von 

SE I1,, so haben wir eine neue 

Me ue ar. Teilung von Z/, und ZI, ge- 

wonnen, die in Bezug auf 

Figur 1. II, eine Normalteilung ist: 

die gesamten Teilkanten von 

II, ordnen sich in einzelne Gruppen von lauter gleichen und zusam- 

menfallenden Kanten ein und die Summe der Flächenwinkel in 

jeder Gruppe ist wie erforderlich gleich 4R, 2R oder gleich einem 
Flächenwinkel von /1.. 

Wir wollen nun versuchen, solche Aenderungen an der Z1,- 
Teilung anzubringen, die einerseits durch die dadurch nütig ge- 
wordenen, entsprechenden Veränderungen der 1/,-Teilung dieser 
nicht den Charakter der Normalteilung nehmen, anderseits aber 
die /1,-Teilung in eine Normalteilung umwandeln. 

Wir betrachten eine beliebige Kante eines Teïilpolyeders von 
IT, — eine Teilkante, wie wir kurz sagen wollen. Ihre beiden 
Endpunkte seien P, und P,,,. Im Allgemeinen wird es eine Teil- 
kante geben, welche, mit ?, l,,, teilweise zusammenfallend, zum 
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Teil über P,,, hinausragt. In diesem Falle giebt es stetst) eine 
Kante P,, P.., wo P,.,, mit P,,, und P, in gerader Linie liegt. 
Ebenso finden wir weiter eine Kante P,,, PP, Pis, Pis Puis 
auf einer Geraden), sofern nicht alle Kanten, welche mit dem Ende 
von P,,, P.,, zusammenfallen, in P,,, endigen. So fortfahrend ge- 
langen wir endlich zu einer Teilkante P,,,Q(P,P,.,,...P.,,Q in 
gerader Linie), wo alle Teilkanten, welche mit dem Ende von 
P.,Q zusammenfallen, in Q endigen. In derselben setzen wir 
P,P.., über P, hinaus fort bis P. Aus dem Verfahren geht her- 
vor, da eine Teïlkante mit PQ nicht teilweise sondern nur ihrer 
ganzen Ausdehnung nach zusammenfallen kann. Die Gesamtheit 
aller mit PQ zusammenfallenden Teïlkanten wollen wir kurz als 
den Kantenzug PQ bezeichnen. Greifen wir nun eine beliebige 
nicht zu diesem zugehôürige Kante P' P',, heraus und wenden auf 
diese denselben , VerlängerungsproceR“ an, so gelangen wir zu einem 
neuen Zuge P'Q' u.s. w. Das Resultat ist: Die Gesamtheit aller 
Kanten ordnet sich in einselne Kantenzüge ein. 

Betrachten wir wieder einen einzelnen Kantenzug PQ. Es 
ist môglich, daf ein Teil von PQ in die Seitenfläche eines Teil- 
polyeders von 1, fällt (s. Fig. 2). In diesem Falle fügen wir dem 
betreffenden Polye- 
der das mit einer 
seiner Begrenzungs- 
flächen zusammenfal- 
lende Stück von PQ 


als neue Kante hinzu. P Q 
Dieselbe Operation 
haben wir nun an dem 


entsprechenden con- Fig. 2. 

gruenten Teilpolye- 

der von Z1, zu machen. Es ist klar, da hierdurch die Teilung 
von 1, eine Normalteïlung bleibt, da ja nur eine Kante mit einem 
Flächenwinkel — 2R hinzukommt. Wenden wir dieses Verfahren 
in allen analogen Fällen bei PQ und den anderen Kantenzügen 
an, so kommen wir zu dem Resultat: Die Summe der Flächen- 
winkel an jeder Stelle eines Zuges ist gleich einem Flächenwinkel 
x, von Z1,, wenn die Zugkante mit einer Kante p;: von 1, zusam- 
menfällt, = 2R, wenn die Zugkante mit einer Seitenfläche von 


1) Es kann (bei nicht überall convexen Polyedern) vorkommen, daB P,,, P,,s 
eine Polygonkante und keine Teilkante ist. Um dies zu vermeiden, wollen wir 
bei der vorgelegten Teilung von IL, und 11, zunächst dic Teilkanten in den Eck- 


punkten von II, resp. II, teilen, 
DE 
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T1, zusammenfällt, = 4R in allen übrigen Fällen. Wir sagen 
kurz: ein Kantenzug mit der Winkelsumme 4R, 2R oder x. 


Jetzt wollen wir ganz von dem Zusammenhang der Teilkanten 


durch die Teïlpolyeder absehen und uns nur jede Kante mit dem 
zu ibr gehôrigen Flächenwinkel verknüpft denken. Wir vereinigen 


alle Kantenzüge mit den 
daran hängenden Flächen- 
winkeln zu einem in gerader 
Linie verlaufenden Gesamt 
-Kantenzug AO. Diese Ver- 
einigung soll nun so gesche- 
hen, da je eine der beiden 
Begrenzungsflächen mit der 
Winkelsumme x; und die 
Begrenzungsflächen der 
Züge mit der Winkelsumme 
2R in eine Ebene E fallen, 
so zwar, daf die an jene 
Begrenzungsfläche sich an- 
schliefenden Flächenwin- 
kel alle auf ein und der- 
selben Seite der Ebene E 
liegen. 

Durch A0 und sämt- 
liche die Flächenwinkel bil- 
denden Flächen legen wir 
Halbebenen. Wird ein 
Flächenwinkel durch diese 
Halbebenen in » Teile ge- 
teilt, so denken wir uns 
die dazugehôrige Kante n- 
fach vorhanden und ordnen 
den # Kanten die n Teiïle 
des Winkels eindeutig zu. 
Dieselbe Operation voll- 
führen wir auch in ZZ,, das 
ersichtlich auch nach dieser 
Acnderung noch eine Nor- 
malteilung besitzt.  Be- 
trachten wir nun von jenen 
Halbebenen die Halbebene 
k,, die in die Ebenc E füllt, 
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und die darauffolgende, X,, welche mit allen Zïügen Flächen gemein- 
sam hat. Diese beiden Halbebenen mügen den Winkel à, bilden. 
Seien nun À B, BC, CD ..... NO die Kanten, deren Flächenwinkel 
mit 0, zusammenfallen, dann tragen wir AB, BC.... NO auf 
einer geraden Linie von À bis 0 ab und errichten über jeder 
Strecke ein Rechteck mit der Hühe — 6, (s. Fig. 3). Die Halb- 
ebene X, und die darauffolgende }, mügen den Winkel ô, bilden und 
A,B,, B,C,....N,0, die Kanten sein, deren Flächenwinkel mit 
d, zusammenfallen. Wir errichten über den vorher construirten 
Rechtecken ABBA..... NOON neue Rechtecke 4,(4)B BA, 
AUÈLE N,0,(0)0,N, mit den respectiven Grundlinien À, B,, B,C, 
.... N,0, und den Hôühen — Ô,. Wir fahren so fort und erhalten 
das in Figur 3 schematisch dargestellte Bild des Gesamt-Kantenzuges. 


Seien unsere Teilkanten respective gleich a,, a, ....a.. Dann 
müge 
iQ (re AY = 0 
A CHE - a) = 0 


das System der von einander unabhängigen in 4, .... a, linearen und 
homogenen Gleichungen mit rationalen Coefficienten sein. Wir kônnen 
durch m—n dieser Grôfen, etwa a, ...... a. die übrigen ” 
1 n—m 
GrüBen a a a, linear mit rationalen Coefficienten ausdrücken. 
Sei : 

a, L, (a gd a _) 

a, = L,(a, ..... Fa 

0 ÊT L, (a; TS a _) 
Wir setzen: 

da —= 0, +E,;, CNE PT 2 EE a, = 0,+E, 

und: 

eg LE (œ, ae a _) 

Door (Tes de: 

l'a = Lee ) 
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Datnun Li, Li. L, stetige Funktionen der a. sind, so kann 
k 
stets eine Grôfie s so finden, daf, wenn 
le, | _—. bé She el 

sind, 

le, <a le l<e A : le | <a 
ist, daB folglich, da a a". sämtlich positive GrüBen sind, 

1 me 
auch &  ..... «, Sämtlich positiv sind. Dann ergiebt sich leicht, 
1 m 
daB wir die GrüBen a, ..... a, durch positive rationale GrôBen 
a, ....a, ersetzen kôünnen, die das Gleichungssystem C und deshalb 
auch, an die Stelle von &,..... a, gesetzt, das Gleichungssystem À 
befricdigen. 
Wir bringen «, ..... «, auf denselben Nenner, und es sei 
r r r 
“À CR re Re à w: D 


Und nun wollen wir wieder eine Aenderung in der Z1,-Teilung aus- 
fübhren, welche der Z1,-Teilung den Charakter der Normalteilung 
nicht nehmen kann. Wir teilen nämlich die Kante a, in r,, die 
Kanted ant... , die Kante a, in r, Teile. Da, wenn a, = a, 
wegen À und C auch «, — a, und also r, — r, ist, so werden alle 
gleichen Kanten in eine gleiche Anzahl von gleichen Teiïlen geteilt. 
Führen wir die entsprechende Teiïlung in Z7, aus, so kann dadurch 
die Normalteilung von ZZ, nicht zerstôrt werden. Wir behaupten 
aber, daB durch diese Teilung auch die Z/.-Teilung in eine Normal- 
teilung übergeführt ist. 

In der That, jedes der den Kantenzug mit der Winkelsumme 


4R bildenden Rechtecke (s. Fig. 3) AB ..... FFE TE BA, 
ACA)DS.. HCOESS,, B'A' u.s. w. wird durch den obigen 
ProceB in eine gleiche Anzahl von Teilen zerlegt. Denn wenn 
AB=a,, BC=a, LS te 
A'B'= a,, B'C'— CTELERE E'F'= qu, 
ist, s0 ist, wie aus der Figur ersichtlich: 
LE SE SR = TELL TOUR ne Ge eus 


Folglich nach À und C auch: 
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und nach D: 


Ordnen wir also den ersten Abschnitt von AB, den ersten Ab- 
schnitt von 4'B', den ersten Abschnitt von 4” B" etc. einander 
zu, ebenso die zweiten Abschnitte, und fahren so fort, so gelangen 
wir zu einer Ordnung sämtlicher den Kantenzug mit der Winkel- 
summe 4R bildenden Kanten in Gruppen von Kanten. Daf die 
Summe der Flächenwinkel der Kanten einer Gruppe jedesmal gleich 
4R ist, ergiebt sich unmittelbar aus der Figur. Behandeln wir 
in derselben Weïse die übrigen Kantenzüge mit der Winkel- 
summe gleich 2R oder gleich x;, so sehen wir, daB sämtliche 
Kanten von 1, in einzelne Gruppen mit der Winkelsumme gleich 
AR, gleich 2R oder gleich ZI! zerfallen, womit bewiesen ist, 
daf auch die Teilung von ZZ, eine Normalteilung ist. Wir haben 
also den 


Satz: Aus jeder Teilung zweier raumgleicher Polyeder 
geht eine Normalteilung (in Bezug auf beide Polyeder) 
hervor. 

Ist eine Teilung eines Polyeders 21 eine Normalteilung, so ist 
die Summe sämtlicher Flächenwinkel der Teilpolyeder, wie sich 
unmittelbar aus der Definition der Normalteilung oder auch 
aus Fig. 3 ergiebt, in der Form enthalten (x, — Flächenwinkel 
von 1): 


ÉLE Pn m LN Pn M 2m R. 


Giebt es also eine Teilung von ZZ, und ZZ, und deshalb, wie 
eben bewiesen, auch eine Normalteilung derselben, so muf 


LE en PE Pen 2m R = nr mt... 2m° R 


sein. (x; sind Flächenwinkel von ZZ,, x? Flächenwinkel von J1,). 
Wir haben also den 


Satz: Sind I, und I, raumgleich, so muf 
NTI HT. = nr ++... (mod 2R) 


sein, wo die Grüfflen n und n ganze positive Zahlen 
sind, 


Lee 
* 
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Beispiele. 


1) Reguläres Tetracder. 


Ist das reguläre Tetraeder einem rechtwinkligen Parallepipede 
raumgleich, so mu, wenn der Winkel des Tetraeder mit v be- 
zeichnet wird, nach dem Vorhergehenden entweder 


sinnt = 0 
sein oder 
cosnt = 0 
sein. 
Erster Fall: n gerade. Wir entwickeln sin(nr) und cos(nr) 
nach den bekannten Formeln : 


SE . ): n(n°—2")(n°—41) 


B! = sint 


Mer | 


sin° 7 + 


SINNT — COS [none TS 


n° nr? 2 
n'—2 
COSNT — 1-2 sin? T+— mi ) ER S0BEe 


2! 4! 


Setzen wir hierin für sinr und cost ihre Werte V# und 1, für 
sin (#r) und cos (nt) O0 ein, so erhalten wir die beiden Gleichungen : 


(n—1)1 9 = 
(n+2)(n—2)(n—1)18.9 7 (n+4)(n+2)(n—2)(n—4)(n—1)189"* 
8! 5! 


Po Ro. LA 1e FRS F 


2! 


Eine von diesen beiden Gleichungen müfite nun eine Lüsung 
baben, wenn unsere Annahme richtig wäre. Aber keine ganze Zabhl 
n kann eine von dicsen Gleichungen befricdigen. Ist nämlich der 
Ausdruck auf der rechten Seite durch 2? aber nicht durch 2”*! 
teilbar, so ist der Ausdruck auf der linken Seite nicht durch 27 
teilbar. 

/weiter Fall: n ungerade. Die analogen Formeln lauten: 

n (n° —1) (n°—3?) 


SINNT — nsin 2050 sin T+. BIT Sin T—..... 


oatt El de —3!) 


n— 
cosnT = cost|1— o! sin giNtT—..... 
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Sezten wir die speciellen Werte ein, so erhalten wir: 


nl9T = 
(n+l)(n—1)}n!8.9 7  (n+3)(n+1)(n—1)(n—3)n! 89" 
EU UOTE VE Doenn NEA DR TE COUP TN …. 


(n—1)19 = 
(n+1l)(n—1)(n—1)18-97  (n+3)(n+1)(n—1)(n—3)(n—1)18°9" 
ne Le 4 ‘4 


….. 


Aus demselben Grunde wie im ersten Falle sind auch diese beiden 
Gleichungen nicht durch eine ganze Zahl » erfüllbar. Wir haben 
deshalb das Resultat gewonnen. 

Ein reguläres Tetraeder kann keinem rechtwinkligem Pa- 
rallepipede raumgleich sein. 

Es läft sich leicht zeigen, daB jedes Prisma einer Anzahl 
rechtwinkliger Parallepipede raumgleich ist. Andererseits geht 
aus dem Vorhergehenden hervor, da ein reguläres Tetraeder und 
eine Gesamtheit von rechtwinkligen Parallepipeden nicht raum- 
gleich sein kann. Endlich besteht der Satz: Sind zwei Polyeder 
einem dritten raumgleich, so sind sie selbst raumgleich. Wir 
haben deshalb einen Satz gewonnen, dem wir gleich die folgende 
allgemeinste Form geben: 

Eine Gesamtheit von reguläüren Tetraedern und eine Gesamtheit 
von Prismen sind niemals raumgleich. 


2) Tetraeder mit drei auf einander rechtwinklig stehenden Kanten 
(gleichschenklig-rechtwinkliges Tetraeder). 


Genau so wie beim ersten Beispiel ergiebt sich der Satz: 
Eine Gesamtheit von gleichschenklig-rechtwinkligen Tetraedern und 
eine Gesamtheit von Prismen sind niemals raumgleich. 


8) Reguläres und gleichschenklig-rechtwinkliges Tetraeder. 
Die nicht rechten Winkel des letzteren seien gleich @. Dannist 
29 = 2R—7. 
Denn es ist 


cose — V4 
und deshalb : 


co82@ — —# — cost — cos(21i—7r). 
Wenn nun die beiden Tetraeder einander raumgleich wären, so 
müfte 
nt ="0 (mod R) (nund»’ >= 0) 
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sein; nun ist aber gleichzeitig nach dem Vorhergehenden 


T = —29 (mod KR) 
Folglich : 
(2n+n')r = 0 (mod R), 


eine Gleichung, die nach dem im Beispiel 1 Bewiesenen unmôglich 
ist. Folglich haben wir den Satz: 

Eine Gesamtheit von regulären und eine Gesamtheit von gleich- 
schenklig rechtwinkligen Tetraedern sind niemals raumgleich '). 


1) Das im Vorstehenden behandelte Problem ist schon von GauB angeregt 
worden und gehürt zu den 23 Problemen, die von D. Hilbert in seinem Pariser 
Vortrag (Gôtt, Nachr. 1900 Heft 31) aufgestellt sind. Der Beweis, daf im All- 
gemeinen auch die ,égalité par soustraction“ unmôglich ist, wird in einem Artikel 
in den Math. Annalen behandelt werden. 


Ueber die Parameter der Krystallphysik und 
über gerichtete Grôk$en hôherer Ordnung. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Dezember 1900. 


In einer unlängst an dieser Stelle verôffentlichten Abhand- 
lung’) habe ich mich mit der Ableitung der allgemeinen Eigen- 
schaften derjenigen zweiseitigen gerichteten Grôüfen beschäftigt, 
die, zu je drei coexistirend, in der Theorie der Elasticität die haupt- 
sächlichen Variabeln darstellen, und die ich als Tensoren be- 
zeichnet habe. Dabei habe ich darauf hingewiesen, daB derglei- 
chen Tensortripel auch in gewissen Parametergattungen der 
theoretischen Physik enthalten sind. So stellen die Trägheits- 
und Deviationsmomente eines Kôrpers um einen Punkt, genommen 
nach drei zu einander normalen Axen, die sechs Componenten ei- 
nes Tensortripels dar, das hier aus den drei Hauptträgheitsmo- 
menten des Kôürpers um eben jenen Punkt zusammengesetzt ist. 

 Eïnen besonderen Vortheil bietet nun speciell die Zurückfüh- 
rung der Parameter der Krystallphysik auf gerichtete 
GrüBen verschiedener Art, und man kann bhierin erheblich wei- 
ter gehen, als a. a. O. durch ein Beiïspiel gezeigt ist. Man ge- 
winnt so eine anschauliche Darstellung der einzelnen physikali- 
schen Eigenschaften eines Krystalles, die bei der Complicirtheit 
der hier unter Umständen vorliegenden Verhältnisse willkommen 
sein dürfte. É 

Das gewünschte Ziel läft sich leicht erreichen mit Hülfe des 
folgenden einfachen Satzes: 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1900, Nr. 2, p. 117. 
EKgl Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kisse. 1900. Hoft 4. 25 
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Ist ein Scalar S eine beliebige Function eines 
Systemes orthogonaler Variabeln, so ist jeder erste 
Differentialquotient nach einer dieser Variabeln 
bezüglich der Transformationseigenschaften dieser 
selbst gleichartig. 

In der That, sind X, X,... X, die Variabeln, die sich nach 
dem Schema 

X, ET DAC TUE r E Et» À, 


L L , e S 1 
in die Y,, Y,,... Ÿ, transformiren, so ist auch 


S oS OS 0S 
x, = Du OP? 57, = D 5x 
Hieraus folgt noch specieller : 

Ist ein Scalar $S eine homogene lineäre Function 
eines Systemes orthogonaler Variabeln, so ist jeder 
ihrer Parameter der in ihn multiplicirten Variabeln 
bezüglich der Transformationseigenschaften gleich- 
artig. 

In der That, ist S in der Form S — Y a, X, gegeben, so gilt 
auch a, — 0S/0X,. # 

Aus Letzterem ergiebt sich nun die folgende Regel: Läfit sich 
eine beliebige scalare Function auf die Gestalt eines oder meh- 
rerer in orthogonalen Variabeln lineären Ausdrücke bringen, so 
haben deren Parameter leicht erkennbare Transformationseigen- 
schaften; da aber die Transformationseigenschaften die gerichte- 
ten GrüBen verschiedener Ordnung characterisiren, so ist mit Fest- 
stellung der ersteren auch der gevmetrische Character der betref- 
fenden Parameter erwiesen. Bei der Anwendung dieser Regel wol- 
len wir uns auf die wichtigste Art von Scalaren beschränken, die 
bei Umkehrung aller Coordinatenrichtungen ihr Vorzeichen nicht 
wechseln, also Functionen entgegengesetzten Verhaltens (P s eu d o- 
scalare) wie z. B. die magnetische Dichte, ausschliefen. 

Für das Weitere ist es nützlich, ein System von Ausdrücken 
wachsenden Grades in den Coordinaten aufzustellen, die sich or- 
thogonal transformiren; eine einfache Rechnung führt zu folgen- 
dem Schema: 


1) %, Y, 2; 
2) z°, y°, &°, V2 ye, V2 2x, V2 xy; 


8) &, p, à, V3 ay, Va ae, V3 ge, VB y'x, V3 x, V8 29, VG age: 


4) a, y, 2, ay, 2x, Qy'e, Qy°x, 22°x, 2iy, 
V6 2°, V6 22°, V6 y", 2V8 a°ye, 2V8 y'ex, 2V8 rx. 
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Man kann nun als gerichtete GrüBen erster, zweiter, drit- 
ter ...nter Ordnung Functionen bezeichnen, deren 3, 6, 10, ... 
F(n+1)(2+2) Bestimmungsstücke sich wie die Ausdrücke unter 
1), 2), 3)... in obigem Schema transformiren. Es erscheinen dann 
die Vectoren als gerichtete GrôBen erster, die Tensoren, 
oder genauer die Tensortripel, als solche zweiter Ordnung. 
Und zwar werden von letzteren dabei diejenigen Componenten 
vorausgesetzt, die ich s. Z. als orthogonale Tensorcomponen- 
ten bezeichnet habe'). Dabei mag daran erinnert werden, daf 
diese Componenten nicht direct physikalische Bedeutung haben 
und daher bei speciellen Untersuchungen sich zur Benutzung we- 
niger empfehlen, als jene Ausdrücke, die sich wie a°,y°,2°,yz,2x, «y 
selbst transformiren, und die ich gewühnliche Tensorcompo- 
nenten nennen müchte. Bei den folgenden allgemeinen 
Entwickelungen werden stets die orthogonalen 
Tensorcomponenten vorausgesetzt. Die hierdurch 
überaus häufig in die Formeln eingehenden WurzelgrüBen sollen 
dabei immer abgekürzt, u. zw. soll 


2) V2 =7r, V3 =5s 
gesetzt werden. 

Der Uebersichtlichkeit halber sollen ferner weiterhin, falls es 
sich um Variable handelt und die Grüfen noch ganz allgemein, ohne 
Beziehung auf bestimmte physikalische Verhältnisse geführt werden, 

Scalare mitsS, 

Vectoren mit V, U oder W, 

ihre (orthogonalen) Componenten mit V,,V,, V, u. s. f, 

Tensortripel mit T, P, Q oder k, 
wenn es auf die einzelnen Theile des Tripels ankômmt, auch mit 
T,, T,, TZ, u.s.f., ihre orthogonalen Componenten aber mit 7; 
TÉMTS TE) TT, u#s:f%bezcichnetiwerden. 

Ein vollständiges System gerichteter GrüBen dritter Ord- 
nung wollen wir mit /1, seine zehn Componenten mit H,,, H,., 
... H,,, ein System vierter Ordnung mit Z, seine fünfzchn Com- 
ponenten mit L,,, Lis, : . . L,,4 bezeichnen, wobei das Gesetz 
der Indices sich durch die Vergleichung mit dem Schema (1) so- 
gleich ergiebt. 

Für den Fall, daB es sich um constante Parameter 
ohne specielle physikalische Bcdeutung handelt, sollen die ver- 
schicdenen GrüBengattungen durch die den obigen entsprechenden 
kleinen Buchstaben dargestellt werden. 


1) W. Voigt, Le. p.123. 
25 * 
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Eine eingehende Untersuchung der gerichteten Grôfen dritter 
und vierter Ordnung soll hier nicht vorgenommen werden; für 
letztere fehlen anscheinend überhaupt noch geometrische Vorstu- 
dien. Für unsere Zwecke genügt die folgende Bemerkung. 

Das Tensortripel T wird nach GrôBe und Lage characterisirt 
durch die centrische Oberfläche zweïiten Grades von der durch die 
sechs Tensorcomponenten bestimmten Gleichung: 


8 To + Ty + Te tr T yetrT ez+rT,, ay = +1, 
11 y 3 2 y 


deren Hauptaxen der Lage nach direct mit den resultirenden Ten- 
soren T,, T,, T, des Tripels zusammenfallen, während sie durch 
ihre reciproken Quadrate deren GrüBen darstellen. 

Ein vollständiges System H gerichteter Grôfien dritter Ord- 
nung wird analog charakterisirt sein durch eine Oberfläche drit- 
ten Grades mit der durch die bezüglichen Componenten bestimm- 
ten Gleichung : 


H;;; a Se H,5 ÿ° SE 17 le C2 


4) ea S (Hs ay + H,,,2% +, y'z TH, y'x TH, y mot ) 
+rsH 


LUE el, 


Speciell kann man durch sieben geeignet gewählte Radienvectoren 
dieser Oberfläche das durch die zehn Componenten H,,,, ... H,. 
bestimmte resultirende System der gerichteten Grôfien dritten 
Grades darstellen. Dabei geben diese Radien durch ihre (einseitigen) 
Richtungen unmittelbar die Richtungen der betreffenden Resultiren- 
den, durch dié reciproken dritten Potenzen ihrer Zahlwerthe deren 
Grüfen an. Das System müge im Folgenden, um die Ordnung 
und den Character der betreffenden Grüfen anzudeuten, als ein 
System von Trivectoren bezeichnet werden. 

Ein vollständiges System ZL gerichteter Grôfen vierter Ord- 
nung ist charakterisirt durch die Oberfläche vierten Grades von 
der Gleichung : 


) RE 1e Lu Gr Le 
+2 (Lise + L5s2°2 GE L3s €") 
+rs (Lsss3Y°2" + Led “ie L,,3%°Y°) 
Su 25 (Lisas%°y * Lys Ÿ 20 + Loue y) = +1. 


ë) 


Hier kann man 12 geeignet gewählte Radienvectoren zur Darstel- 
lung des durch die 15 Componenten Z,,,,... L,,, bestimmten 
resultirenden Systemes heranzichen. Wiederum geben jene Ra- 
dien durch ihre (zweiseitigen) Richtungen die Lagen der Resul- 
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tirenden an; die reciproken vierten Potenzen ihrer Zahlwerthe 
bestimmen deren Grôfen. 

Wir werden weiterhin ein solches System gerichteter GrôBen 
vierter Ordnung, um Ordnung und Character kurz anzudeuten, 
als ein System von Bitensoren bezeichnen. — 

Nunmehr mügen die verschiedenen Gebiete der Krystallphy- 
sik in Bezug auf ihre Parameter systematisch untersucht werden. 
Dabei sollen auch die einfachsten, wo die bezüglichen Resultate 
allbekannt sind, der Vollständigkeit halber berücksichtigt werden. 
Wirklich neue Aufklärungen bieten sich erst bei den complicirte- 
ren Beziehungen. 

1) Ein Scalar, lineär in drei Vectorcomponen- 
ten: 


6) S=RV,+1,V,+RV, 


Der Ausdruck hat unmittelbar die für die Anwendung des Satzes 
von S. 356 gewünschte Form, da Vectorcomponenten sich ortho- 
gonal transformiren. Es sind demgemäk X,, #,, h, gleichfalls Vec- 
torcomponenten nach den Coordinatenaxen; der resultirende Vec- 
tor h ist für die in der Relation (6) ausgesprochene Eigenschaft der 
Substanz characteristisch, er hat polare oder axiale Natur, wenn 
Gleiches von V gilt. 

Das wichtigste Beispiel liefern die sogenannten pyroelec- 
trischen Umsetzungen'), (thermische Electricitätserregung und 
electrische Erwärmung) für welche die freie Energie der Volumen- 
einheit bei kleinen Temperaturänderungen rt gegeben ist durch den 
Ausdruck 
7) E— —c{r,X+r,Y +7,27), 
wobei X, Y, Z die electrischen Feldcomponenten und r., r,, r,; Pa:- 
rameter bezeichnen. Für die Componenten des electri- 
schen Momentes nach den Coordinatenaxen ergiebt sich 
8) CRE ce 7 17; B SZ ei ME 1h =. Alter 
da die r,r an der Stelle der 4, im Ansatz (6) stehen, so ist der 
für den Vorgang charakteristische und ebenso, wie die Feldstärke, 
polare Vector hier das erregte electrische Moment selbst, dessen 
Richtung der Substanz individuell ist, während seine GrüBe mit 
der Temperatur variirt. Die Resultirende » der r, giebt dieses 
Moment für die Temperaturänderung Eins an, 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1894, Nr. 4, p.346. 
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Für die specifische Entropie folgt : 


9) an =rx+rY+nZ 


GemäB dem Satz von S. 356 ist n ein Scalar. 


2) Ein Scalar, lineär in sechs Tensorcomponen- 
ten: 


10) S — k, T,,+k, Los + es Tes + Ka Los + Ko Tai + Ke Lise 


Auch hier ist — da, wie oben gesagt, unter den 7,, ortho- 
gonale Tensorcomponenten verstanden sind — die angesetzte 
Form unmittelbar die von uns früher geforderte. Die Parameter 
k, sind hiernach gleichfalls orthogonale Tensorcomponenten, und der 
in dem Ansatz ausgesprochene Vorgang wird durch ein Tensor- 
tripel erschôpfend characterisirt. 

Das wichtigste Beispiel liefern die thermisch-mechani- 
schen Umsetzungen innerhalb eines Krystalles (thermische Dila- 
tation und mechanische Erwärmung), für welche die freie Energie 
der Volumeneinheit die Form hat! 


11) E = —T(Qe. +09, +2, +49, + 052, + 6%); 
dabei bezeichnet wiederum + die (klein angenommene) Tempera- 
turänderung, x,, . . . æ, sind die DeformationsgrôBen, q,, . ..q, 


Parameter. Da x,, y, z, y,fr, zfr, x, fr orthogonale Tensorencom- 
ponenten sind, so gilt gleiches von gq,, q» Qu Qi, qsr, qu. 

Für die Componenten des thermischen Druckes er- 
giebt sich 


Ô 
12) A, = _ AL ANS À, G — — et) 
wobei À,. B,, C,, rB,, rC.,, rA, orthogonale Tensorcomponenten 
darstellen; die gx stehen an Stelle der k, im Ansatz (10); das re- 
sultirende Tensortripel ist also in unserem Falle dasjenige der 
thermischen Hauptdrucke, dessen Lage der Substanz individuell 
ist, während seine Zahlwerthe von der Temperaturänderung ab- 
hängen. Die Resultanten aus den Qq, geben das Tripel der Haupt- 
drucke speciell für die Temperaturänderung Eins an. 
Für die specifische Entropie folgt: 


Ô 
13) nus +og+...+ar. 


1) W. Voigt, Gôtt. Nacbr. Nr. 4, p. 363. 
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8) Ein Scalar, bilinear in zwei Mal drei Vector- 
componenten: 


S = U(nu Vi+ns PV, + ns Vs) 
14) + U, (ns Pit mr Vi + Ms Vs) 
+ Un Vi+tns Pts Ps) 


Hier ist die direct gegebene Form für $S noch nicht die von uns 
geforderte, denn die neun Producte von Vectorcomponenten U,: F, 
sind keine orthogonalen Variabeln. Da aber 

UP, = T,, UV, = Ts Us Vs = T, 


88 ? 


1 1 
15) 7 (UP, + U,P,) FF Tes 7 (UP + U, V,) => Ts; 


_ Pa. nn: 
(UP, + U,V,) — Th 
orthogonale Tensorcomponenten, 
1 1 
7 (PU) = Wii, (UV UV) = W,, 


16) ; 
Fr (UV, — UALA = W, 


(orthogonale) Vectorcomponenten darstellen, so kann man S so- 
gleich in zwei Theïle von der gewünschten Natur zerlegen, indem 
man schreibt: 


S — [na 7, 5 mit, + Nss Los 
:! 1 1 
17) x: r (ns rte N2) Ts Œ Fr (ns <> N3) Tate (2 + Na) 1144 


1 
+ mS [rss — M9) Wi + (ns ms) We + (na — M) Ws]. 
Hieraus folgt dann ohne Weiteres, daf 
Ni = din Mo = lan Nss — ss) 
18) 


1 1 1 
Fr (33 + M2) = las) 1 (fs + Mas) = fs F (is + 91) = lie 
orthogonale Tensorcomponenten, 

1 1 1 
19) ailes — M2) = Vu FA (sr — Ms) = Vas ri (ns —M) = ds 
(orthogonale) Vectorcomponenten sind, und daB somit die neun 


Parameter des Ansatzes (14) auf cin Tensortripel 
und auf einen Vector zurückführbar sind. Besteht 
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zwischen den Parametern »,, speciell die Beziehung 
20) Nu = Mn) 
so kommt der Vector in Wegfall. — 

Es ist bekannt, daf Beziehungen von der Form (14) in der 
Krystallphysik auBerordentlich häufig sind; meiïst läft sich dabei 
S als die Arbeït deuten, die bei der Strômung einer imponderabeln 
Flüssigkeit in einem widerstehenden Mittel von einer treibenden 
Kraft geleistet wird. Die Componenten J,, J,, J, der Strômung 
J ergeben sich dabei nach dem Schema 

0S 


21) J, — OÙ, = Nu Vi Le x, LE NV) 


° ° ° ° ° . e 


als lineäre Fuanctionen der Componenten V,, V,, V, der treibenden 
Kraft V, die p, erhalten die Bedeutung der Leitfähigkeits- 
constanten. In diesem Falle ist die obige Zerlegung aequi- 
valent mit der von Stokes!) vorgenommenen Behandlung der 
Wärmeleitungsgleichungen; das Tensortripel £ ist identisch mit dem 
Tripel der Hauptleitfähigkeiten, v ist der von Stokes zur 
Charakterisirung des rotatorischen Verhaltens eines Kry- 
stalles eingeführte Vector, der im Falle n,, — n,, verschwindet. — 

In allen bekannten Fällen der hervorgehobenen Art sind die 
Vectoren U und V im Ansatz (24) — und demgemäfB J in den 
Formeln (21) — von gleicher Natur, entweder beide polar oder 
beide axial; sie verhalten sich somit auch bei einer Umkehrung 
des Coordinatensystemes gleich, und die Parameter p,, bleiben 
bei diesem Vorgang ungeändert. Daraus folgt, daB auch die Ten- 
sorcomponenten {,, und die Vectorcomponenten v, bei Umkehrung 
aller Coordinatenrichtungen ïhr Zeichen beibehalten; v ist somit 
ein axialer Vector, { ein Tensortripel von derselben Art, wie 
sie die Dilatationen und die Drucke im Falle der Elasticität liefern. 

Existirten factisch Wechselwirkungen von der Form (14) resp. 
(21) zwischen einem polaren und einem axialen Vector, wie z. B. 
zwischen constanten electrischen und magnetischen Feldern oder 
Momenten, von denen die electrischen bekanntlich polar, die mag- 
netischen axial sind, so würde v zu einem polaren Vector werden, 
und #{ würde ein Tensortripel von bisher noch nicht angetroffener Art 
darstellen, dessen Componenten bei der Umkehrung aller Coordina- 
tenrichtungen ihre Vorzeichen ändern. Dergleichen sind in sol- 
cher Einfachheïit allerdings noch nicht aufgefunden. Indessen mul 


1) G. Stokes, Cambr. and Dublin Math. Journ. Bd. 6, p.215, 1851. 
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die Energie eines von einer Lichtbewegung durchsetzten natür- 
lich-circularpolarisirenden Kôrpers nach Symmetrie ein Glied ent- 
halten, das bilineär ist in den Componenten der ‘electrischen und 
der magnetischen Feldstärke — oder in irgendwelchen ihrer Diffe- 
rentialquotienten nach der Zeit, die mit ihnen gleiche Transforma- 
tionseigenschaften besitzen. Die im Allgemeinen neun Parameter 
dieser Function sind dann nach dem Obigen zurückführbar auf 
einen Vector und ein Tensortripel, deren Componenten bei Um- 
kehrung aller Coordinatenrichtungen ihr Vorzeichen wechseln. 

Die factische Existenz von Tensorsystemen dieser Art scheint 
noch nicht bemerkt worden zu sein; Herr Curie‘) hat indessen 
die Müglichkeit des Vorkommens zweiseitiger gerichteter Grüfen 
von analogem Verhalten bereits vor längerer Zeit betont. 

Er bezeichnet als symétrie du cylindre tordu diejenige eines 
gleichfôrmig gedrillten Cylinders, dessen Endquerschnitte um ent- 
gegengesetzt gleiche Winkel gegen den mittleren Querschnitt ge- 
dreht sind. Es ist klar, daB hiermit eine gerichtete Grôfe cha- 
racterisirt ist, deren beide Seiten gleichwerthig sind, und deren 
Componenten bei einer Umkehrung der sämmtlichen Coordinaten- 
richtungen ihre Vorzeichen täindern, weil mit diesem Vorgang eine 
Umkehrung des positiven Drehungssinnes verbunden ist. Hier 
tritt uns ein Tripel dieser neuen Grüfien zweiter Ord- 
nung in der Natur entgegen; andere Fülle werden uns 
später beschäftigen. 

Herr Curie hat neuerdings für diese zwciseitigen Grüfen den 
glücklichen Namen Torsor vorgeschlagen?), den man passend 
dann anwenden wird, wenn man die einseitigen, mit Drehungssinn 
behafteten gerichteten GrüBen erster Ordnung als Rotoren be- 
zeichnet. 

Es würden sich dann entsprechen 

als GrüBen erster Ordnung: Vector, Rotor, 

als Grôfen zweiter Ordnung: Tensor, Torsor. 
Diese Bezeichnung betont je das die beiden GrüBen erster resp. 
zweiter Ordnung Unterscheidende; will man das Gemein- 
same hervorheben, was in den übereinstimmenden Transforma- 
tionseigenschaften liegt, so wird man dagegen die folgenden Na- 
men wählen: 
Grôfien erster Ordnung: polare und axiale Vectoren, 
GrôBen zweiter Ordnung: polare und axiale Tensoren.— 

1) P. Curie, Journ. de phys. (3) Bd. 3 p. 393, 1894. 

2) Procès-verbaux sommaires du Congrès internatioual de physique Paris, 
1900, p. 17. 
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Fat man die Formeln (21) mit den Richtungscosinus 

&— VIP, B= IV, y = V,IV 
des Vectors V zusammen, so erhält man den Werth der Compo- 
nente J, = J\a+J,8+J,y von J nach der Richtung von V: 
= Vrai +n,8! + 33° 
22) + (ns +) By + (rss + N 13) ya + (33 + M1) aB) 
= Pure + ER + tr + tarBy + larya + tsrab). 
Trägt man je nach dem Vorzeichen von V/J, den Werth 
VENT = 0 

als Strecke von einem Punkt aus auf der Richtung von V anf, so 
erfüllen ihre Endpunkte bei beliebig variirendem V eine Ober- 
fläche, deren Gleichung bei Einführung der Coordinaten z — ça, 
y — @B, 4 — oy des freien Endpunktes von @ lautet: 
23) lt ati, + 2 + Evry + 13727 + 1 TxY. 
Das VerhältniB J,/V kann man als die longitudinale Leit- 
fähigkeit des Mediums parallel der Richtung der treibenden 
Kraft V bezeichnen ; die nach (3) für das Tensortripel { characte- 
ristische Oberfläche gewinnt durch seine Einführung also eine 
sehr anschauliche Bedeutung. 


4) Ein Scalar, bilinear in drei Vector- und sechs 
Tensorcomponenten: 


So ;(e,, Tec, Tite T1, Fe, Tate ls Fée Tu) 
24) + Ve, Tiers Too + €3 Los + Cos Los + C2s Lai + Co T3) 
+ Pen Ti+es Tor + 653 Too + Esa Las + Cas Tai + C5 Tia). 

Auch hier hat der Ansatz nicht sogleich die Form, deren wir be- 


dürfen. Um ihn passend umzugestalten, ist erstens zu benutzen — 
was nachzuweisen hier zu weit führen würde —, daf 


MT, = Hi; V, Ty = Hs) Vo Ts = Hess 

(P, Tir, T,)ls + Ve dés cata nd — Aus) 
25) (Fr Tir ’, RATE” ES Hs; (7, LES F, T,,) | s Ex E, ; 

(y, Lu & T,)/s ss Los ; (Fe Lt LA MIE — Hs 

(7, LT £ Th ’, Ta) | don Hs 

die orthogonalen Componenten eines Trivectorsystemes darstellen; 
ferner ist heranzuzichen, dal 
2 4 
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(PT PITS) PO (PT VAT Pat Pi Tan PT =, 
(OA ES ARE AS LATE 2 

26) (Gr Pa Tu Ta) —(r PT PT) | r = Pa 
CTP Ts) — (Ta, Tis)) 17 = Pis 

orthogonale Componenten eines Tensortripels, 
(Ti V,T)+ VTT ))lr = U,, 

27) (CTP, Ta)+G PTT) lr = U,, 


((r 2 Mr, EE RICA 1 1 V, T\)) l ES U,; 


aber Vectorcomponenten sind, Zwischen den Tensorcomponenten 
erster Art besteht dabei die Beziehung 


28) Pit Put ln = 0. 


Das Verhalten aller dieser Componenten bei einer Umkehrung des 
Coordinatensystemes folgt leicht aus dem der V, und der 7,,; ein 
Trivectorsystem, dessen Componenten dabei ihre Vorzeichen wech- 
seln, wird man polar, eines, das sie behält, axial nennen künnen. 

Unter Rücksicht auf die obigen Resultate kann man den 


Scalar (24) folgendermafen zerlegen: 


i' 
S — Ts [s En Le ES Ego LS +s Css HS 


a (Cs+ res) He (es: sn r C5) H$+ (er AT) LH (e,3+ r Es) H; 
+ (el+ TC) 1, + (ess + r Cu) Ve E ca (Cu Si st lus) 1 


3 [(e—e) 1e “re CRE L,, a (ci FT (2) Es, 
+(e,—e,—+#r (e,— €ss)) re + ec, A ons Cu)) 1 
"+ (ere — 3 7 (ess a €) F;;] 


s (es + C3 — 3 r (es F Css)) U, + (Css ds Eu 3 2 (Es + C6) U, 
+ (es FE = 3 r (Cs ce en) ) U,]. 


Hieraus folgt, daf die 18 Parameter des Ansatzes 
(24) zurückführbar sind auf ein Trivectorsystem, auf 
ein Tensortripel und auf einen einzelnen Vector. 

Dabei ist aber zu betonen, daB das Tensortripel den in der 
Elasticitätstheorie vorkommenden nicht nothwendig gleichartig ist, 
insofern die Vorzeichen sciner Componenten bei Umkehr aller Co- 
ordinatenrichtungen je nach der Natur der Grüfen V und T eben- 
sowohl erhalten bleiben, als sich ändern kônnen; es kann somit 
ebensowobl polar, als auch axial sein. In dem wichtigsten'Fall, auf 
den die vorstehenden Betrachtungen Anwendung finden, nämlich 
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dem der unten zu besprechenden mechanisch-electrischen Wechsel- 
wirkungen an acentrischen Krystallen findet, wie wir sehen wer- 
den, das Letztere statt. — 

Die orthogonalen Componenten der drei Systeme gerichteter 
GrôBen, auf welche oben die Parameter ce, zurückgeführt sind, 
stellen sich nunmehr folgendermafien dar : 


Ein — Vinrs Coa — Vas s Eggs — Tyss » 
1 1 « 1 
— (entrée) y (ut re) Fes — (entres) — Tags t 
1 1 1 
Et (@, E 2) — Ton) pr (&s a Es) — Ti » pre (es x Ex) — Tysas 
1 
30) Fa (eu Fes + Ese) —= Ti9s ) 
& (ess — €se) = la ; 3 (e Eu) TE las CA A Ex) = ds) 
5 (e:— es — #7 (CA — C5) = 3) 3 (@s enr (en lie) = la) 
3 (Cu mm 3r (es = €n)) — lé ; 
3 (este gr (et €ss)) avis & (Es + en — gr (es + €ie)) = Vs) 


3 (es Tnt (CR x ni €x)) = Vye 


Ihre Zahl beträgt neunzehn; sie ist also um Eins hôüher, als die 
Anzahl der durch sie dargestellten Parameter e,. Der Wider- 
spruch findet darin seine Lüsung, dafi zwischen den Componenten 
erster Art des Tensortripels die mit (28) correspondirende Be- 
ziehung besteht 

31) bits tés = 0; 

deutet man also die Tensoren als Dilatationen, so ist die hier 
heranzuziehende von einer Volumenänderung nicht begleitet, denn 
titi+t, wird hier gleich x,+7,+2,. In Bezug auf die für das 
Tensortripel charakteristische Oberfläche zweiten Grades (3) drückt 
sich dies dahin aus, daf deren Gleichung auf ihre Hauptaxen be- 
zogen, also in der Gestalt #2°+1,y*+1,2# = +1, der Beziehung 
t+t,+t, — 0 unterworfen ist, die eine leicht angebbare geome- 
trische Bedeutung besitzt. Alle Componenten r,,, {,, v, verhalten 
sich bei der Umkehrung des Coordinatensystemes, wie die e,,, deren 
Natur sich gemäf (24) aus derjenigen der V, und 7, ergiebt. — 

GemäB dem allgemeinen Satz von $S. 3856 sind 


ÔoS 
sign EU 


82) Tu Es Les Fee Ts) 
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(orthogonale) Componenten eines Vectors U, 


os 

P; nu DT = ei Pipe; tesP.: 
33) chute." ele 
os 


P, — or = CAN EE An AU 


orthogonale Componenten eines Tensortripels P,, P,, P.. 

Die axiale oder polare Natur von U und P,, P,, P, ist aus 
derjenigen von 7,,, V, und e,, leicht abzuleiten. 

Reducirt sich das Tensortripel T,, T,, T, auf einen einzigen 
Tensor 7, so lauten seine Componenten (unter + a, + B, +y die 
Richtungscosinus des ja zweiseitigen Tensors verstanden): 

34) T,, = To, T, = Th}, Ts = Ty, 

TJ 1107, T,, = Trye, 1 —= Trop. 
Faft man nun die Gleichungen (32) mit den Factoren «, B, y zu- 
sammen und setzt die (longitudinale) Componente von U nach einer 
der beiden entgegengesetzten Richtungen von T 


Ua+ DB U,y U,, 
so erhält man 
U, = T (CA a+ 0,0 + CAS en n (en A3 ré.) a) Fe (es FERA) y + Ha 


55) +eut+ete)raBr). 


Trägt man VE TJU, — @ als Strecke auf die bevorzugte Seite 
der Richtung von T auf, so erfüllen deren Endpunkte bei beliebig 
varürendem T eine Oberfläche, deren Gleichung bei Einführung 
der Coordinaten x = ça, y = @B, 2 — @y lautet: 


+1 = Es a+ Ego Yi + Ess 2 +(e,+ V,s) zy"+ (en + V'exs) 22" + ae 
g (CA SR Cas r Es) TAYz, 
also bei Rücksicht auf (30) auch 


El = 7,2 + ras Joss 2 + lisa STY + lis STE +: 


#9 LL lenchesrhex) rSxYz. 


Die für das Trivectorsystem des Mediums characteristische 
Oberfläche hat hierdurch eine einfache physikalische Deutung er- 
halten. 

Eine zweite kann man aus dem System (33) ableiten, indem 
man dem Vector V die Richtungscosinus «, 8, y beilegt und die 


LA 
24 + 
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betreffenden Formeln mit den Factoren «°, B°, y”, rBy, ya, rap 
zusammenfaBt. Man erhält dann für die Componente erster Art 
des Tensortripels P,, P,, P, nach der Richtung von V, d.h. für 


37) P,= Pi + PB + Pay +ParBy+ Paryat Paraf 
den mit (35) gleichgestalteten Ausdruck 
38) Le = Ven + series (este) dB + 15 +(eu tes +e.)raBy), 


der sich wie jener weiter behandeln läft. 

Während nach dem Vorstehenden das für den Krystall cha- 
rakteristische Trivectorsystem sich leicht nnd vollständig veran- 
schaulichen läfit, ist Analoges in Bezug auf das an sich viel ein- 
fachere Tensortripel und in Bezug auf den Einzelvector anschei- 
nend nicht müglich; man kann die nach (30) in ihren Componenten 
auftretenden Constanten nur auf ziemlich umständliche und künst- 
liche Weise von den anderen sondern. — 

Die im Allgemeinen sebr complicirten Verhältnisse vereinfachen 
sich, wenn man der Beobachtung specielle Krystallsysteme unter- 
wirft. Wir beschränken uns dabei auf den wichtigsten Fall, daf 
V und T beide polar sind. 

Ist die Z-Coordinatenaxe eine dreizählige Symmetrieaxe (Sym- 
bol 4°), so nimmt das System der e,, folgende Gestalt an: 


Ein Es 0 Cia C5 Con 
— Ca C2 0 C5 C1 TC 
es da CA 0 0 0 


Hieraus ergeben sich die folgenden Werthe der Componenten 


Mans 2 its Vaaa — Ca) Tsss — Css) 
389) Vue = — SE) Von = — SC) Van = Tssa — 0, 
1 
ARE U, = 5 (eu PraUs Vas — 0; 
———- ee 1 a —— a a — L 
L; Fr: 2 =: Los 2 +58; Lg = la TS Lo ra 0; 
v, = 0, = 0, Vs = ÿ (2e —res)e 


Das Trivectorsystem zeigt hier den der dreizähligen Axe ent- 
sprechenden Charakter, während das Tensortripel und der Vector 
die Symmetrie eines Rotationskürpers angenommen haben. 

Diese Werthe umfassen andere wichtige specielle Fälle. Ist 
die Z-Axe vier- oder sechszählig, so verschwindet in dem System 


{NN À 
PORC 
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(39) noch e,, und e,,, wodurch das Trivectorsystem gleichfalls die 
Symmetrie eines Rotationskürpers erhält. 

Ist aufierdem die YZ-Ebene eine Symmetrieebene (Symbol E), 
so verschwindet e,, und damit überhaupt das Tensortripel; die 
Krystalle von der Symmetrie AfÆ, und A°E sind also 
für die behandelten Vorgänge allein durchein Tri- 
vectorsystem und einen einzelnen Vector cha- 
rakterisirt. 

Ist mit der vier- und sechszähligen Z-Axe noch eine zwei- 
zählige X-Axe (Symbol 4°) verbunden, so ist nur e,, von Null ver- 
schieden; Krystalle von der Symmetrie AA? und 4°4? 
sind also für die behandelten Beziehungen vollstän- 
dig durch ein ganz specielles Tensortripel charakte- 
risirt. — 

Der Ansatz (24) findet seine wichtigste Anwendung in der 
Theorie der mechanisch-electrischen Wechselwirkun- 
gen an acentrischen Krystallen (Piezoelectricität und electrische 
Deformation), deren freie Energie die Form besitzt !) 


£ han [X (se, +E39, +5, 2,+Eug,+E5€, + E1%,) 
40) qe a (Ent, +839, + Ess 2, + En Ÿ, + 852, + Ext ,) 
h Z (Ent, +9, Hess, +euV. Her, Est, ]. 


Dabei bezeichnen die x,, ..., x, die DeformationsgrüBen, X, Y, Z 
die Componenten der electrischen Feldstärke. Wie schon oben be- 
merkt, sind hier Vector und Tensor der Variabeln polar; das 
Tensortripel der Parameter ist sonach axial, das Trivectorsystem 
und der Einzelvector sind polar. Die &,, stellen Parameter (die 
piezoelectrischen Constanten) dar. 

Da x,, y, 2, y,/r, 2,/r, x,r orthogonale Tensorcomponenten 
sind, so stehen die &,, deren Indices nur die Ziffern 1,2, 8 ent- 
halten, direct an der Stelle der entsprechenden e,,, dagegen die 
&, mit einem Index der Reïhe 4, 5,6 an Stelle der entsprechen- 
den e,,/r. 

Die durch Deformation erregten specifischen electrischen Mo- 
mente «, B, y nach den Coordinatenaxen ergeben sich aus (40) nach 
den Formeln 


41) nv 08 = 0 CLIQUE AR EL 


0 . . . . 0 . . . 0 L . . . 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1894 Nr.4, p. 846. 


370 W. Voigt, 


die im electrischen Felde eintretenden Druckcomponenten nach den 
anderen 


Ô 
A, = — "+ = a X+e, Y+e,Z, 
42) More Vo s Volt OM AT C1 ES 
4 CE X+eY+e,Z 
LR 7 0%, = €38 À + E2g À + 839 0 


Der Fall der mechanisch-magnetischen Wechselwir- 
kungen wird gleichfalls durch den Ansatz (40) umfafit, nur ist hier 
der variable Vector nicht polar, sondern axial — ein Umstand, der 
sich bei der Specialisirung des allgemeinen Ausdruckes auf die ein- 
zelnen Krystallgruppen hôchst wesentlich erweist. 

Die Vectorcomponente U,, deren Werth in (35) angegeben ist, 
hat in unserem Fall die Bedeutung des Momentes, das durch eine 
einfache Dilatation hervorgerufen wird, nach deren Richtung; die 
Tensorcomponente P, stellt die Normalspannung in der Richtung 
der Kraftlinien des Feldes dar. Die für das Trivectorsystem des 
Krystalles charakteristische Oberfläche (36) ist hierdurch auf zwei 
verschiedene Weisen gedeutet. — 

So lange es sich um isothermische Vorgänge handelt, kann 
man in den Formeln (40) und (41) die Deformationsgrôfen durch 
die ihnen entsprechenden elastischen Druckcomponenten X,,...X, 
nach den Gleichungen 
43) 7 ‘Plan: Sy À, + 819 His Es 2 


ausdrücken und erhält dann Gleichungen von der Form: 


£ = + CX (6, X,+-. + d,X,) = 4 YO, X,+...+0,,À,) 


44) 
+Z(, X,+..+0, X,)] 
und 
45) —0 = 0, À.+0, + +0, ZX, 


worin die d,, neue Parameter (die piezoelectrischen Moduln) be- 
zcichnen. Hier ergeben sich dann auch die Antheiïle a,,...,a, an 
den DeformationsgrüBen, die auf den Feldwirkungen beruhen, nach 
(43) gemäB den Formeln: 
46) a, = 0, X+0,,Y+0,,Z, 

Da X,, Y,,Z, rY,r2Z,,rX, orthogonale Tensorcomponenten 
sind, $0 stehen jetzt die Ô,, für k und # gleich 1, 2,8 an der 
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Stelle der entsprechenden e,,, die mit k oder # gleich 4,b,6 an 
Stelle der bezüglichen re... 

Diese neue Form der Darstellang fübrt natürlich auf ganz 
andere charakteristische Richtungsgrôfen erster bis dritter Ord- 
nung. Die dem betreffenden Trivectorsystem zugehôrige Ober- 
fläche vom Typus (36) gewinnt hier eine noch anschaulichere Be- 
deutung, als bei der früheren Darstellung, insofern die durch (35) 
definirte Function hier unmittelbar das longitudinale Moment in 
einem nur durch Einwirkungen auf die Endquerschnitte gleichfôrmig 
gedehnten Cylinder angiebt, dessen Axe die Richtungscosinus 0, B, y 
besitzt. Dies ist aber eine ganz direct beobachtbare GrôüBe. — 

b) Ein Scalar, bilinear in zwei Mal sechs Tensor- 
componenten: ; 


S — Es (a,,Z;-+0, Je + 14) | 
47) His, T-ba,l,-6;+a, Te) 


FE (CA T+0s Ti À * + Ge Ts). 
Zur Behandlung dieses complicirten Ausdruckes empfebhlt es 
sich, von vornherein eine Zerlegung derart vorzunehmen, daf man 
die speciellen Fälle 


dun Z 0, dy —= An 
und 
ii 0, dy —= dy 


betrachtet; die Superposition der beiden Resultate liefert dann 
das Allgemeinste. 

a) Im ersten Falle kommen in den Formeln nur die sym- 
metrischen Combinationen der zwei Arten von Tensorcomponenten 
zu je zwei vor, z.B. PT. und P,7,..+P.,,17,, Wir führen 


min nn 


demgemäB die leicht verständlichen Abkürzungen 
PTE A Fias Hour er mes 
1 2 LÉOREC PE HN SOUS PATSETS PE Eat A 
PONT PSE Anbesh PARTS E PEER AE 
PT +1) PhérerAS,... 

ein, die auf die Stellung der einzelnen Producte in den Reïhen 
und Colonnen des Ansatzes (47) Bezug nehmen, und erbalten s0: 

S = a,,4,,+a,4,,+-..+a,,4, 
49) + as At" + As 

+ 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Mathemat.-physik. Klasse. 1900. Hoft 4. 26 


FE NOICIC 


25 7L°Le 


48) 
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Nun läBt sich ohne Schwierigkeit zeigen, daf 

A == 157 À, DE Le; À; a Lis, 
ANT ee He A,/r = dre Air = der 
AT Fr Los AIT FÆ D Air ce La: 
(45 +244)/rS = Lis: (An +245)/r8 En Lé 
(As +244)1rs = L,,, .(4+4,)/rs = Lis; 
(rAu+An)lrs RE Lie (rAs+Ay)/rs Te Lu 


80) 


die 15 orthogonalen Componenten eines Bitensorsystemes darstellen, 
während 

A, A4 = Q,, A, 4% = @,,, A, — A4 = Qu 
CAT AUIT = Qu CAR A IT = Qu Aer Ar Æ Qi 
die orthogonalen Componenten eines Tensortripels sind. 


Hiernach kann man die durch (47) resp. (49) definirte Function 
S in folgender Weise zerlegen : 


51) 


S tal: l.;+a sl. 
+ (as Lis: + ie Lise + Cas Lasia + Gos Lives + Asa Lasos + Gas Lisa) 
+ ((ass +de) Loose + (Gr + is) Los + (Go + Ace) Lise 
52) + (a, +7) Lis + (das + TA se) Laosi + (Ass + T Gus) Logis) | S] 


F 3 [(2@s iS a) Qh 5 (243 Es Ass) Qu LE (24, Éi Age) Qss 
“ (ras -æ 2a,,) Qs fus (r la — 24) Qu “ae (ras er 2435) Ql. 


Dies zeigt, daB die 21 Parameter des Ansatzes (47) 
resp. (49) bei Annahme der Beziehung a, = a, zurück- 
führbar sind auf ein Bitensorsystem und auf ein ge- 
wôühnliches Tensortripel. Das Verhalten der beiderseitigen 
Componenten bei Umkehrung des Coordinatensystemes hängt in 
leicht ersichtlicher Weiïise von demjenigen der 7, und P,, ab. 

Die Ausdrücke für diese Componenten lauten folgendermafen: 


An (RE ….) ras — (eee OC Vds —= us … 
53) (a, +a)rls RS Lis! ….) (a,t+ras)r]s = lis …. 
€ — Jar 2 = 
E (2a,,—a,,) — ii ce.) 3 Vds 2a,,) — ogr 


Die Differentialquotienten von S nach den P,, oder den 7, 
sind nach dem ersten Satz auf S. 356 orthogonale Tensorcompo- 
nenten; wir setzen z. B. 
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9P. == Gui Lai + ie Log + + Gi Tin rap L;;; 
b4) 


oP 73 Ce Tai Os Lan + Ge Te ec k,,. 


Reducirt sich das Tensortripel 7, T,, T, auf einen einzigen Ten- 
sor 7 mit den Richtungscosinus + a, +8, +y, so ist 1, — Te, 

. T, = Traf. Fat man dann die Formeln (54) mit den Fac- 
toren æ&, #°, y”, rBy, rya, raB zusammen, so erhält man die Com- 
ponente erster Art À, des Tensortripels À,, R,, R, nach der Rich- 
tung von 7, gegeben durch 


R, = Ta, +...+2a,ry+2a,rp+... 
+2(a,+a) By +...+2(ra,,+2a,) By +.) 
Trägt man Ÿ +T}]P, — @ als Strecke auf den beiden Seiten 
von T auf, so erfüllen die Endpunkte von @ bei beliebig varüren- 


dem 7 eine Oberfläche, deren Gleichung bei Einfiührung der Coor- 
dinaten ça = x, @B = y, oy = z lautet: 


b5) 


+1 — a+... +2a,raz+2a ray +. 
<s 2(a,3+ au) 2" + “+ +2(ra,+2a,)2"y2+ "het 
oder unter Rücksicht auf (53) auch: 


+1 = Eur Ho + line + 22 y + Îr 


a + loss TSY 2 + +1,28 y2+... 


Die für das Bitensorsystem der / charakteristische Oberfläche ist 
also durch die Componente Z?, physikalisch gedeutet. Eine ana- 
loge Interpretation der für das Tensortripel f,, {,, {, characteristi- 
schen Fläche scheint auf einfache Weïise nicht müglich zu sein. 

Ein wichtiger specieller Fall ist der, da die beiden Tensor- 
tripel P,, P,, P, und 1, 1,, 1, des Ansatzes (47) identisch 
sind; dann haben die Differentialquotienten 0S/0 P1 die doppel- 
ten Werthe, wie in (54) angegeben. 

Alle vorstehenden Formeln vereinfachen sich erheblich, wenn 
man sie auf bestimmte Krystallgruppen von hôherer Symmetrice 
anwendet; jedoch kommt der oben besprochene Fall, da eines der 
beiden für die Substanz characteristischen Gebilde verschwindet, 
nicht vor. — 

Der Ansatz (47) findet unter der Annahme, daB 4, = «,, und 
D, = 1 ist, seine wichtigste Anwendung im Gebiete der Kry- 
stallelasticität, wo der Ausdruck für die (freie) Energie E 


20* 
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der Volumeneinheit bekanntlich lautet 
28 = Cut, ap 203t,y, LU 20,,€,2, S DEP à 20,2, x, 
57) æ (27 ct 2 C:59,2, ce Fan à Fi LAURE A 
+ . . . 


und z,,...,æ, die DeformationsgrüBen, die c,, die Elasticitätscon- 
stanten bezeichnen. Da die x,, y,, z,, y,/r, z,fr, x,fr die ortho- 
gonalen Componenten des Dilatationstripels sind, so stehen in (57) 
die c, mit zwei Indices der Reihe 1, 2,3 an Stelle der entspre- 
chenden a,,, solche mit einem Index der Reiïhe 1, 2, 3, und einem 
der Reiïhe 4, 5,6 an Stelle der zugehôürigen a,,/r, solche schlief- 
lich mit zwei Indices der Reihe 4, 5,6 an Stelle der betreffenden 
Aux | 2. 
Das Schema (53) nimmt demgemäf die Gestalt an: 


Can = ns s…. 20; = Pre 
58) (a+2c)rfs. — er …. (c,+2c,)2]s CE bisss …. 
3 (Css — Cas) — us #7 (Css — C4) — 3) 


Es ist bekannt, daf die Elasticitätsconstanten von Krystallen, 
deren kleinste Theile Kräfte auf einander ausüben, die nur un- 
merklich mit der Richtung variiren, die Beziehungen 


Css — Cas) Ca — C5) Cia = Cos » 
Cia = Ce) Co — Ces) Cze — Cas 
erfüllen. Zieht man die Werthe der Tensorcomponenten gq,, aus 
(53) hervor, so erkennt man das merkwürdige Resultat !), daB Kr y- 
stalle der genannten Art in ihrem elastischen Ver- 
halten vollständig durch ein Bitensorsystem allein 
characterisirt werden. Das im Allgemeinen noch 
hinzutretende Tensortripel hängt also ganz wesent- 
lich von der ,Polarität“ der kleinsten Theilchen 
des Krystalles ab. — 

Die elastischen Druckcomponenten folgen aus (53) nach dem 
Schema 


ÔË 
59) = = x > Cale TC + + Cie, ; 


Reducirt sich das Dilatationstripel auf eine einfache Dilata- 
tion p mit den Richtungscosinus + a, +8, +y, so lassen sich die 
an das System (54) angeknüpften Bemerkungen anwenden, und 


1) Vergl. hierzu S. Venant, Liouv. Journ. (2) Bd. 8, S. 257, 1868. 
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man erhält für die normale Druckcomponente P, in der Richtung 
von p nach (55) den Werth 


SE, = pc a+ ae + 4c ay +40. B + st 7e 


60 
+2(m+20)By +... +4(c. +20) By+:..), 


womit eine Deutung des für den Krystall characteristischen Bi- 
tensorsystemes an die Hand gegeben ist. — 

In mancher Hinsicht wichtiger noch als der Ausdruck (57) ist 
der bei isothermischen Vorgängen mit ihm gleichwerthige für die 
(freie) Energie, in dem die Druckcomponenten als Variable 
auftreten, nämlich 


DEL 06 NX VOS KZ tds, XXe 
61) Fes Th 2,7, Ze 28, EX, 
a 510 HS one 
Seine Parameter s, heiBfen die Elasticitätsmoduln der Substanz. 
Da X,,Y,,Z,rY,,rZ,,rX, die orthogonalen Componenten des 


Druck- oder Spannungstripels sind, so entsprechen sich, falls À 
und # gleich 1, 2, 3, und » und » gleich 4, 5, 6 sind, 


Sy Und 4; séundirasr S und 24. 


DemgemäB lautet das Schema (53) nunmebr folgendermafen : 


Sue LA CHER VUE 
Dès, +8) rs =uils, ÉMIS 
(AS —S4) = Qui 3 (856 — 281)/7 = Gus +... 
Für die Deformationsgrüfien gelten hier die Gleichungen 
LT, = LE ss, À, 6, FurLs As 


63) JTE e 


Reducirt sich das Drucktripel auf einen einzigen Normaldruck Z, 
mit den Richtungscosinus + a, +8, +y, so gewinnen die Ueber- 
legungen von S.273 Anwendung, und wir crhalten für die lineare 
Dilatation in der Richtung von Z, den Ausdruck 


—l = L,(s,é+...+2s,.y+25,&B+:.: 
+(2s,,+s,) By +... +2(5,+5,) «By +"). 
Der hieraus für —7/L, resultirende Werth ist der Modul s, der 


longitudinalen Dilatation bei cinseitigem Zug; 
diese Grüfe stcht hiernach im allerengsten Zusammenhang mit dem 


64) 
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für die allgemeinen Elasticitätsmoduln s, characteristischen Bi- 
tensorsystem. 

Wenn also mitunter aus dem practischen Grund der leichten 
Bestimmbarkeit des Moduls s, sein Verlauf mit der Richtung 
zur Characterisirung der Elasticitäteverhältnisse eines Krystalles 
benutzt wird, so läft sich ein solches Verfahren nach dem Vor- 
stehenden auch mit theoretischen Gründen stützen. Es ist aber 
nicht zu vergessen — was ich wiederholt bctont habe —, daf das 
Bitensorsystem, resp. der Modul s,, allein zur erschüpfenden 
Darstellung der elastischen Verhältnisse eines Krystalles nicht 
ausreicht, daB man vielmehr noch ein Tensortripel. resp. einen 
Modul mit sechs Parametern heranzuziehen hat. Bezüglich des 
letzteren weichen die theoretischen und die practischen Anforde- 
rungen einigermafen von einander ab; der von der Theorie em- 
pfohlene, mit den durch (62) bestimmten Componenten 9,, hat keine 
einfache physikalische Bcdeutung, die von mir an einem an- 
deren Orte angegebenen!) leicht beobachtbaren GrüBen sind theo- 
retisch complicirter. 

b) Für die Behandlung des zweiten Falles (a, = 0, 


ü, — —4@%) Wollen wir eine neuc Bezeichnung der Parameter 
einführen und den Ansatz (47) schreiben 
S — P,( —0,, T, +, Fi, Fe: 140, Ti) 
B6) + Pa(+dn T,, de RS sr be Ts) 
+ . . ° . . . . 
+ P,(—0,T,, —b, T6, Ts: j 


oder anders angeordnet 

S — dy (P5s Ta — Ts Ps)+ 604 CF TL, — Ti Ps) + td: 
66) res LATE 0 PPT: AE, PA) 2 

Het 31 Le SEE Lin ) 
wobei jedes cinzelne Glicd zwei wcitere daraus durch cyclische 
Vertauschung der Indices zu gewinnende reprüäsentirt. Den letz- 
teren Ausdruck kürzen wir passend noch ab in 
67) S — b,, B,,;+ Sf Fu +0, B,+ ALE +0, B,,+ [1 +0, Ba +: eh 
a bee B, 

wobei die Bezeichnungen B,, an die Stellung der cinzelnen Glie- 


der in dem Schema (65) anknüpfen und durch Vergleichung von 
Ms mit Hi ohne Weiteres verständlich werden. 


1) W. dE Wied. Ann. Bd. 63, p. 381, 1897. 
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Dann stellen die 
D, = 260 B,, er H;;: B,, — Lg? 
(EB,,-rB,—28B,)/s er H;%, (rB,—rB,— B,,)15 = He , 
68) (rBs=rB,r2B,) [s = Hs (rB,,— rB,,— B,.)/s = HE 
(rB,-rB, — DB) [s = H,,, (rB,,-rB,;- B,,) 15 HS 
(B+ B;+B,)r/s — Hs 


die orthogonalen Componenten eines Trivectorsystemes dar. Da:- 
gegen geben 
B,,;-B,, = R,, B,—-B, = R,, B,-B,, — Rs, 
69) Dé FDSFB, A E,, B,,+Bi+B, = R;,, 
B,+B,+B, = R, 


die orthogonalen Componenten eines Tensortripels, welches die 
specielle Eigenschaft hat, daB gilt: 


70) L,, Le E,, + Re = 0. 


Hiernach gestattet der Ansatz (65) resp. (67) die folgende 
Zerlegung : 


S = —[(rdu + Onde) Eau + (du + (be — D) Ho 
Pb He 
+ (Dada d,) Has (2e — Du — D) au 
71) + (Chi Bse— bn) He — (Che — Dre — Das) Han 
PDO De D D) He) 
+ Gus + ds +0) Had 
se = [Gn=0,) But Ou —d) Ras + (bia) Rss 
4 Out Dust Da) Ras + Gus + Bas + On) Ro + One + Vue + Un) Pas 


Dies zeigt, da die 15 Parameter b, des Ansatzes 
(65) zurückführbar sindaufcin Trivectorsystem 
und ein Tensortripel. Ihre orthogonalen Componenten 
baben die folgenden Werthe: 
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han = Vo + Ou Vss)1 T3 +. 
his = (20,,—b,,—0) | rs, lis = — (25 —Vy8—D5) [T8 ; 
72) hs = (Ds ++ b,;) l rs ; 
Ps (di); fat 0, —0,:), Vas — à (Ko), 
as —= à (bi cr b,, LE 03); Tu = à (Ps Ds à DE), 
Tn = (b3e LS be FE Ds). 


Wiederum gilt zwischen den drei Tensorcomponenten erster Art 
die Beziehung 


73) Tant oo À Tss — 0, 


wodurch die Anzahl der unabhängigen Componenten derjenigen 
der Parameter b,, gleich wird. 

Eine directe physikalische Deutung des Bivectorsystemes und 
des Tensortripels scheint in diesem Falle Schwierigkeiten zu bie- 
ten. — 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Fall des Ansatzes (47) 
zurück, der, wie s. Z gesagt, durch Superposition der unter à) 
und b) behandelten speciellen Fälle hergestellt werden kann, so 
ergiebt sich das Resultat, da die 36 Parameter der all- 
gemeinstenin zwei mal sechs Tensorcomponenten 
bilinearenFunctionsich zurückführenlassen auf 
ein Bitensorsystem, ein Trivectorsystem und 
zwei Tensortripel, von denen das eine dadurch 
beschränkt ist, da seine drei Componentener- 
ster Art die Summe Nullliefern. 

Diese complicirten Verhältnisse finden wahrscheinlich bei den 
Vorgängen der innern Reibung statt. — 

Hiermit sind die fundamentalen Beziehungen der Krystall- 
physik im Wesentlichen erschüpft, denn die Fälle, wo es sich um 
scalare Functionen von anderer Natur handelt, als oben bespro- 
chen, sind selten und theils mit Hülfe der auseinandergesetzten 
Principien auf die obigen zurückführbar, theils weniger wichtig. 

Ein Beispiel der ersteren Art giebt die Energie eines in ei- 
nem electrostatischen Felde befindlichen und von Lichtschwingun- 
gen durchsetzten Kôürpers, die lincär in einem, quadratisch in ei- 
nem andern Systeme von Vectorcomponenten ist. Ein Beispiel 
der letzteren Art ist die Energie eines ferromagnetischen Kry- 
stalles. Wir dürfen von dergleichen hier absehen. 
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Resultate. 


Ausgehend von der Bemerkung, daB die gewôhnlichen Vec- 
torcomponenten sich wie Coordinaten, die Componenten von T'en- 
sortripeln wie Quadrate und Producte von Coordinaten transfor- 
miren, sind als orthogonale Componenten eines Sy- 
stemes gerichteter Grôüfen nter Ordnung allge- 
mein +(n+1)(n+2) Functionen bezeichnet, die sich transformiren, 
wie die durch geeignete Zahlenfactoren orthogonal gemachten Pro- 
ducte der Coordinaten zu je », deren Anzahl gleichfalls 


L(n +1) (n +2) 


beträgt. Die Vectoren erscheinen hierbei als gerichtete Grôfen 
erster, die Tensoren als solche zweiter Ordnung. 

Die Parameter der Krystallphysik sind, mit Ausnahme eini- 
ger unwesentlicher Fälle, sämmtlich CHER D hL PRE auf gerichtete 
GrôBen erster bis vierter Ordnung, und zwar erfordert das 
einzelne Erscheinungsgebiet häufig mehr als eine Gattung. Die 
betreffenden GrüBen gestatten in vielen Fällen eine directe phy- 
sikalische Deutung. 


Gôttingen, im December 1900, 


Bemerkung. Durch einen nachträglichen Wechsel in der 
Bezeichnung ist im ersten Theil der vorstehenden Arbeit eine 
kleine Inconsequenz entstanden, die zu spät bemerkt worden ist, 
um berichtigt werden zu kônnen. Der Festsetzung auf S. 357 
würde entsprechen, daB S. 366—368 das Symbol r,, mit k ver- 
tauscht wird. 

Zugleich sei bemerkt, daB S. 362 Z. 13 und 24 v. o. fälschlich 
p, an Stelle von », und in der zweiten Zcile der Formel (36) 
auf S. 367 (e,+c,+e,) an Stelle von k,, steht. 


Ueber Primformen auf Riemann’schen Flächen. 


Von 
J. Wellstein in StraBburg i/E. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Dezember 1900 von F. Klein. 


In seiner Untersuchung über ,die Ritter’sche Primform auf 
einer beliebigen Riemann’schen Fläche')“ ist es Herrn Fricke 
gelungen, die Multiplikatoren der Ritter’schen Primform P(o|e) 
in eine Gestalt zu bringen, die mir in besonderem Mafe bemer- 
kenswert scheint: Sie gestattet, die Ritter’sche Arbeiït über ,die 
multiplikativen Formen auf algebraischen Gebilden beliebigen Ge- 
schlechts etc.“ ?) wesentlich durchsichtiger darzustellen und läft 
überall ihre Bezichungen zum Abel’schen Theorem und zum Jako- 
bischen Umkchrproblem klar erkennen, wie denn überhaupt das 
Abel’sche Theorem nebst seiner Umkchrung mittels der von Fricke 
vereinfachten Form P(olc) in kauiñ zu überbietender Einfachheit 
bewiesen werden kann. Für Fricke dient, wie für Ritter, die 
Klein’sche*) Primform &(0,e) als Durchgangspunkt. Da aber 
das Klein’sche & durch die Form P(o|e) vollkommen entbebrlich 
gemacht wird, so scheint es wünschenswert, die Klein’sche Prim- 
form auch bei der Ableitung der Ritter’schen gänzlich auszu- 
schalten. 

Eine solche independente Darstellung von P(o|c) gedenke ich 
in dieser Arbeit zu geben. 


1) Nachrichten der Gütt. Ges. d. Wiss. 1900. 
2) Math. Ann. 44. 
3) Math. Ann. 36. 
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L 
Darstellung der Primform durch Integrale II. Gattung. 
Auf der #-blätterigen Fläche 7 führen wir durch Spaltung 
vor . binäre homogene Veränderliche +,, x, ein; IT(0 pr) 


2 
sei als Funktion des veränderlichen Ortes 0 ein (Riemann’sches) 
Integral 3. Gattung mit folgenden Singularitäten: 

in p: (opt) =  In(xy)+ f: cont. 

int: Z(0|p,t) = —In(xt) +f:cont., 
wo Y,,Y%, und £,t, die Werte von x,,x, in p, bezw. in t seien. 
Zu dem Werte x,:4, = 2,:2, gehüren n konjugierte Punkte der 
Riemann’schen Fläiche, die wir mit q,,q,,..., 4, bezeichnen und 


als von einander verschieden voraussetzen wollen. Auch ÿp sei 
kein Verzweigungspunkt. Dann ist 


1) OPEN DEC 


ein Integral der Klasse, das nur in p und q,,...,q, unendlich wird, 
während die Singularitäten in v sich hevausheben. Da 


in p: R,(0!p) = In(ry) +f:cont. 
in,0,-,q: R(01p)— —T Im(xe) + cont. 


ist, s0 ist 


in ÿ: em GID = (ayjef-cnt. 
in AOL FE el (01) — =; 1 - çf: cont. 
Ve) 


eine Funktion, die neben dem einen Nullpunkt erster Ordnung in 


p keine Nullstelle hat und nur in q,,...,4, wie se unendlich 
v'£ 

wird. Kompensiert man also diese Unstetigkeit durch den Faktor 
V(xz), so ist 

2) P,(0!p) = V(xz) ce Civ 

eine Primform, die nirgends unendlich und nur inp 
null wird,und zwar wie (xy). Diese Primform ist noch von 
Hülfspunkten q,, 4,...,4, abhängig, die man mit den zu p kon- 
jugierten Punkten zusammenfallen lassen künnte; der kompensie- 
rende Faktor Ÿ(x:) ginge dann in Ÿ(xy) über. Doch ziehen wi 
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es zunächst vor, die Punkte q,,...,q, zur Verfügung zu halten; 
sie sollen aber für alle Lagen des Punktes p die nämlichen sein. 
Stellt man alsdann eine algebraische Funktion r der Klasse mit- 
tels derartiger, von demselben z abhängiger Primformen dar, so 


hebt sich der Faktor (x) von selbst heraus, und die 
Darstellung stützt sich dann nur auf Exponential- 
grôBen der Integrale 8. Gattung. 

Es erübrigt noch P,(o0|p) in.T'' eindeutig zu machen. Um 
das zunächst für ZR,(v|p) zu erreichen, führen wir von einem 
Punkte o aus einen Querschnitt /, nach p, und die Schnitte L,..., (re 
nach 4q,,...,q,. Die Schnittränder von {, versehen wir mit den 
Marken + und — in der Weise, das eine positive Umkreisung des 
Punktes p von dem (—)rande des Schnittes /, zum (+)rande führt; 
ähnlich bei lose. la Dann ist: 


an Î,: R,(0|p)—R,(0|p) =  2xi 
8) ri 
and... ls Sp 


Soll also P,(0\p) — Ÿ(xe)eÆ (1% auch an den Schnitten L,,..., lon 


1 f(axs) 


keinen Faktor ausscheiden, so muB man (ze) = €" (? in der 


mi 
Weise eindeutig machen, daB diese Form auch den Faktor e * 
kompensiert. Dann ist 


+ _ 
an D, loss - + + las © P, (0 |p) = P, (01). 
Damit P auch an den Querschnitten a,,..., a,; b,,..., b, ein müg- 


lichst einfaches Verhalten zeigt, gehen wir zu Normalintegralen 
über. Sei, wie üblich, 


an a,: JI(0|p;t)—J1(0(p,1) = 0 
DR ST D) 
so ist 


an di HO|pT)—H(01pt) = 2xi(u, (p)—u, (t)) 
wo (0), #, (0), ..., #,(0) die an den Querschnitten 4,, ..., a, 
auf das Periodenschema |0,,| normierten Integrale 1. Gattung 
sind’). Bezeichnet man die mit Normalintegralen 3. Gattung 
gebildete Grülfe R,(0|p) mit R,(v|p), die entsprechende Primform 
mit P,(0|p), so ist: 


1 füru= 
dure Lo für p > 


TZ Y. 
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an a: N,(0p)—R,(@|p) = 0 


4) + = 

an 5 RGB, Gp) = 2xi(u, (5 D (mo) 
also : 

an a: (Ip) — B, (Ip) 
5 


E 27ri | un Ras LCR 

an d,: B, (0|p) — $.(vip):e (so ET) 

genau wie bei der Fricke’schen Form. An den Schnit- 

ten 2, und 4,,,..., L, scheidet auch P(v|p) keine Faktoren aus. 
So stimmt also die Form %,(v[p) in allen wesent- 

lichen Eigenschaften mit derRitter'schen Form über- 

ein und vermag sie daher vollkommen zu ersetzen. 


IL: 
Darstellung der Primform durch das Integral 2. 


Offenbar ist Z,(v|p)—ÆR,(0|x) ein Integral 8. Gattung vom 
Typus ZI(o|p,x). Da sich somit das gewôhnliche Integral 8. Gat- 
tung einfacher durch Integrale R, als À durch jene ausdrücken 
lift, und, wie wir sahen, ef» durch den Zusatzfaktor (x) zur 
Primform wird, so scheint es zweckmäBig, R(o|p) als pri- 
märes Integral 8 Gattung einzuführen und die 
gewühnlichen Integrale 3. Gattung als daraus 
abgeleitete zu betrachten. Dann erwächst uns aber 
die Aufgabe, für R eine direkte, nicht auf Integrale 3. G. ge- 
stützte Herleitung zu geben. Im Falle 


Dr ee = an an es eu 


wo R.(v|p) in das Christoffel’sche Integral Æ(v|p) übergeht, 
existirt eine (nicht homogene) Darstellung auf einfach verzweigten 
Riemann’schen Flächen mit beliebigen sonstigen Singularitäten 
der Grundgleichung ‘). Eine ganz allgemein giltige Darstellung von 
‘R,(o0]p) ohne jede Voraussetzung über die Beschat- 
fenheit der irreduzibelenGrundgleichung gab Ver- 
fasser dieses Aufsatzes in einer Vorlesung über algebraische 
Funktionen (1899, S.-S.). Zur Ableitung dienten arithmetische 
Begriffe und Sätze, die hier kurz zusammengestellt werden sollen. 


1) Annali di Matematica Ils, 97—99. 


29% 


by 
DA 
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Unter ganzen algebraischen Formen verstehen wir solche, 
die nirgends © werden’). Es ist stets müglich, n ganze Formen 


8, (0), &, (0), ..., 8,(0) 
so zu bestimmen, daf alle ganzen Formen sich durch die ,Mini- 
malbasis“ &€,, ..., &, linear, homogen und mit Coefficienten dar- 
stellen lassen, die rationale ganze Formen von x,,x, sind. Die 
Formen dieser Minimalbasis denken wir uns so numerirt, da sie 
nach wachsender Dimension {:,] geordnet sind. Da auch die Zahl 
1 zu den ganzen Formen gehôürt, so mu &, von der Dimension 
null, also eine Konstante sein, die wir gleich 1 annehmen dürfen. 


Zu der Basis 
e, (0), &, (0), ..., €,(0) 
definieren wir eine ,komplementäre“?) Basis 
E(0), (0), -., E, (0) 
durch die Gleichungen: 


1) S 68,8, = 0: h,k = 52 .-,n, 
wo S das Zeichen für die Spur und Ô,, das bekannte Kronecker’- 
sche Symbol ist. Ist 0,, 0,, ..., 0, ein System ,konjugierter“, 


d. h. kongruent über einander liegender Punkte der Riemann-- 
schen Fläche, so ist nach (1): 


Y=N 


2) 21, (0) ë,(0,) RE du 

woraus sofort 

3) D 8 (0)8,(0) = 6, 
r=l 


folgt, also, wenn man über À von 1 bis #7 summiert und 


k=n 


2 ë,(0,) — Se,(0) = e,(x,%;) 
schreibt, 
4) S e(a2)8(0) = 1 


Hier ist e,(x, 4) eine rationale, ganze Form. Nach dieser Vor- 
bereitung wollen wir den Ausdruck für Z,(0|p) angeben und dann 
verifizicren. Die systematische Ableitung würde zu sehr aufhalten. 


1) Vergl. Ritter, a.a.O. & 9. 
2) Vergl. Dedekiud und Weber, Th. der alg. Functionen einer Ver. J, 
f. Math. 92, $ 10. 
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Es ist 
D RCD= CES = fr (lp)(0) C2) 
Wo 
D D = OAOLË HE) +280 (LE) co 


Die Endlichkeït von RÀ in den Verzweigungspunkten ist durch die 
Basis &€,,..., €, unmittelbar gesichert. Wir haben daher das 
Verhalten von À nur noch in den Punkten 


Ps Ps …. p,; WoO (xy) — ( 
is ar + + A, WO (xz) — (0 


wird, zu prüfen; p ist einer der Punkte p,, ..., p,, sagen wir 
etwa p — p,. Dann ist wegen 3) und 4): 


r,(p,1p) 7 a" A(p) + 3 8, (p)e, (p.) = 2e (p)8.(p,) = d,, 
es : n 1 - 72 ni à 1 1 
r,(q,|p) RE: ë, (qr) Ra e,(z)&, (qr) = 26()8(Q); = n 
indem «, — 1 und [«,] > 1 ist. 
Daher ist: 
inp—p,: Æ,(o|p) = In(xy)+f:cont, 
é 1 
in Q PPS 9 Q,: E,(o|p) == — mx) +: cont, 
während in p,, p,, ..., pb, keine Unstetigkeit eintritt. Folglich 
hat R,(v|p) in der That die verlangten Eigenschaften, und es ist 
leicht zu übersehen, wie sich diese abändern, wenn p, entgegenge- 
setzt der bisherigen Annahme, in einen Verzweigungspunkt v 


rückt; $,(vlv) wird auch in einem svolchen zur ersten Ordnung 
null, bleibt also eine Primform. 


IL. 
Die Periodicitätsmoduln von À. 
Wie bereits bemerkt, ist RL (0|p) das Christoffel’sche Inte- 
gral 8. Gattung, dessen merkwürdige Eigenschaften in der sehr le- 


senswerten Dissertation von Pauls!) eingehend untersucht worden 
sind. Diese übertragen sich ohne Weiteres auf das projektiv all- 


1) Ueber die Beziehung des Riemann’schen Integrals 2. Gattung zu den Pe- 
riodicitätsmoduln der Function X(o|s). Diss. Strafburg 1882. 
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gemeinere R,(0|p). Wir wollen uns hier nur, einer Anwendung 
wegen, mit den Periodizitätsmoduln befassen, die als Funktionen 


des Ortes p und des Parameters z — . folgendermafien bezeich- 


net werden sollen: 
an a: Rip) R,(olp) = %,(p, 


an 6,: R,(0ip)—R.(0lp) — 8,(p). 
- CR En, non D 
Dann ist: 


1 À, g —= di | ; 3, FE dR, | 
) o.= f ane», 80 = [ arc 


wo das Differential sich auf Aenderung von 0 bezieht und der Weg 
a, (bezw. b,) in der Richtung zu durchlaufen ist, die vom Minus- 
rande des Weges D, (bezw. a) auf den Plusrand führt. Die In- 
tegrale A, B sind besondere Füälle des Integrals 


2) E(p). = (L de R,(o1ÿ) 


das in bestimmt vorgeschriebener Richtung über einen beliebigen 
geschlossenen Weg 1 in T zu nehmen ist. Der Weg 4 werde 
links der Integrationsrichtung mit der Marke (+), rechts mit der 
Marke (—) versehen. Damit G(p), nicht divergiere, muf p aufer- 
halb des Weges liegen. Unter dieser Voraussetzung ist das In- 
tegral C(p), eindeutig bestimmt, und wir wollen nun sein Verhal- 
ten an den beiden Seiten von À untersuchen. Nach Pauls”’, L c. 
Seite 24, nehmen wir zu diesem Zwecke p 


1) auf der Seite + 4, 

2) auf der Seite — 1 
unmittelbar gegenüber der ersten Lage an. Indem wir nun in 
beiden Fällen den Weg À in der Nähe von p mit erlaubter De- 
formation halbkreisfürmig um ÿ herumbiegen, einmal nach der 
einen Seite, im anderen Falle nach der anderen, wird C(p).— € (b). 


genau gleich dem Integral um ÿ in positiver Richtung. Dieses 
ist aber 2x, und so folgt: 


an 4: C(b,—C(p) — 2xi. 
Ebenso ist 
2ni 


an 4: CPC} = 
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wovon wir aber keinen Gebrauch machen wollen!). 

Für 4 — a, ist obige Vorschrift der Randbezeichnung erfüllt, 
für 4 — b, dagegen nur bei Aenderung der Wegrichtung. Da- 
her ist: 


an &,: #, (P),— 8, Pb), = 2rni, 
an ,: Y,(p,)— A, (PL — 2xi, 


und andere Periodizitätsmoduln treten (bei variabelem p) nicht auf. 
Mithin sind Y,(p), B,(p}, in ihrer Abhängigkeit 

von p betrachtet, Integrale der Klasse mit den 

denkbar einfachsten Periodizitätsmoduln: 


| an 4, | an bd, 
3) A, (0) — A (0) = 0 — ni Ou 
B, (08. (0), = | 2zi-0,, 0 
n_ 2 AZ 1 für = 7 
mu, ? = 1,2, ..., D; a de nes 


woraus sich die lineare Unabhängigkeit dieser 
2p Integrale sowie die Thatsache ergiebt, daB 


elu (OP - eBu (0) 


wie die Fläche T verzweigte (aber transscendente) Funk- 
tionen sind. Die Integrale Y (0), 8,(0} werden nur 
in &,:4, = 2,:4,, also in q,,...,q, unendlich, aber zu end- 
licher Ordnung*), es sind also Integrale 2. Gattung 
im weiteren Sinne. 

Während die Integrale R,(0|p) zur Darstellung der logarith- 
mischen Unstetigkeiten aller Integrale der Klasse ausreichen, kô n- 
nen die von logarithmischen Unstetigkeiten freien 
Integrale J(0) mittelst A, (0),, 8, (0), aut algebraische 
Bestandteile reduziert werden. Hat nämlich J(v) die 
Periodizitätsmoduln 


1) Da bei Pauls der Spezialfall 4 = oo vorliegt, so fehlt dort die letz- 
tere Formel. 

2) Vergl. Pauls, 1. c. Noch vollständiger beherrscht man diese lutegrale 
A(o),, B,(0),, wenn man sie in Beziehung setzt zu den 2p Integralen 1. und 
2. Gattung, deren Reihenentwicklungen in q,, ..., 4, nur je eine jener null bezw. 
unendlich werdender Glieder enthalten, die nach dem Lückensatze den algebrai- 
gchen Funktionen versagt sind. 


Kgl, Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klsse. 1900. Heft 4. 27 
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| an a, | an b, 
er Op Ve 
J@)—-J(@) = î À, | pa 
so ist offenbar 


4) . = J(L)— 


5 > 


B, ÿ. (0), 


eine von Periodizitätsmoduln und Unstetigkeiten unendlich hoher 
Ordnung freie, also wie T verzweigte algebraische Function; mit 
Rücksicht auf eine spätere Anwendung ist der Parameter z,:2, 
durch z!:2! ersetzt worden, die zugehôrigen Punkte von T seien 
(ARE 1 

Sind w,(0),..., u, (0) die Normalintegrale erster Gattung, und 
ist 

ana, | anb, 

5) 


Fe = 
LA (0) —u, (0) Æ du Œuy 0 
so ist zufolge obigem Satze: 


du X, (0 } 
LA 8, (0), 


p,0) = 4,0) 75 > 


= 4, (o) FE _ 13, (0), we > dy YU, (0), 
eine algebraische Funktion. Durch Ausführung des Integrals 
[O2 61 
(7) 


um den Rand der einfach zusammenhängenden Fläche 7’ findet 
man leicht: 
dr=n : 
8, (bp): — - Sa Up), = 2xi(u a) Zu (a)) 


oder 
k =? 1=9p 
D mo Tu) = 8,0) Sat), 


sodaB also jene algebraische Funktion sich als Konstante ausweist, 


Die Normalintegrale 1. Gattung sind damit 
als lineare Verbindungen der Integrale Y,(0), 8 , (0) 
dargestellt. 
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Um jetzt R,(0|p) zu normieren, suchen wir die Konstanten 
Ci. €, 80 zu bestimmen, daB 


1=9? 
A,(0|p) — R,(o|p) 72m (0) 
an &,,...,@, keine Periodizitätsmoduln hat. An a, ist aber 


R,(01p)—R, (01) = A, (pc, 


also mu 
c, = 2, (p),; 
und 
= 
7) R,(o1p) = R,(01p)— © (ph u(0) 
sein. 


Zum Abschluf der independenten Darstellung von f,(0|p) 
fehlt jetzt nur noch der Nachweis, da dieses Integral auch an 
b,,...,b, die in I, (4) berechneten Periodizitätsmoduln hat. Nun 
ist nach (7) 


an b: R,(@p)—R.@ Ip) = 8, (p).—E au (p). 
also nach (6) 
an ds RO) RG) = 2xi(u, (p)— 7 Du (A), 


übereinstimmend mit I, (4). 

Es liegt nahe, die Formel (4) auf J(0) — R,(v|p) oder J(0) — 
À,(0|p) anzuwenden und mit dem so modifizierten R bezw. À die 
Primform zu bilden; sie lautet im einen Falle: 


HP ps Wu (0), 
P . PACE) LES Eee 
z,,, (0 |?) = V@&z)e ne) Bu (P)s Bu (0) : 
im anderen 
9) me (o| +57} DL mt JO 
Creer AO tu (Av 0) 
2, (01?) = V@z)e u=1 " y=1 


und man findet durch eine leichte Rechnung auf Grund der For- 
mel (6): 
10 DL OL TC 
2 (01D) = æ,(01p)e ME NOUS 
soda8 x, x* als Funktionen von o sich nur um einen konstanten 


Faktor unterscheiden. 
27* 
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Diese Form x,,(o|p) oder x*,(0|p) nun, in der übrigens 
2,:4, mit 4:42, zusammenfallen darf, hat die charakteristi- 
schen Eigenschaften der Weierstraf’schen Primfunk- 
tion, d.h. sie wird in p zur ersten Ordnung null und 
sonst nirgends, ist verzweigt wie eine algebrai- 
sche Funktion derKlasse, hat dafür aber eine we- 
sentlich singuläre Stelle in q!,...,q. 


IV. 
Das Vertauschungsgesetz der Primform PF. 
Während die Klein’sche Primform &(o|p) bei Vertauschung 
des ,Parameters“ p mit dem ,Argumente“ o das Vorzeichen än- 
dert’), ist das Verhalten von P,(0|p) im gleichen Falle nicht so 
einfach. Nach unserer Darstellungsweise kommt es zur Aufklä- 
rung dieser Frage auf den Vergleich von R,(p|o) mit R,(o|p) an, 


eine Aufgabe, die für 2, (0|p) noch nicht gelôst ist, da das einzige 
verfügbare Hülfsmittel, die Bildung des Integrals 


[ R.(plo)d, R. (bo), 


das ja R,.(p|p')—R, (p'|p) + andere Teile liefern muB, in c,,..., 
versagt. 
Dagegen läft sich das Integral 


L2.01D48.01») 


um die Fläche TT”, in der R,(0|p) eindeutig ist, mit Leichtigkeit 
auswerten und liefert, indem man es einerseits als Residuensumme, 
andererseits mittels der Periodizitätsmoduln ausdrückt, 


1) ,(p D-+ÈR @,1p) = Z, GIP) È 2, (1h) 


1 251%), %(p) 
Qi 1=1 5, (p), 3, (p'), . 


oder, für p = 0, 
1 ee 
E,(o|p)—R,(p|0) 7 4 + 


%,(p), X (0), 
8, (bp), B: (0), 


2, = SE GID-E, (10), 


2) 


1) Vergl. etwa Ritter,l. c., 8 6. 
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und unsere Aufgabe wird die sein 
lim 4, , 
s =s 


zu bilden. Die Determinantensumme macht ja in dieser Hinsicht 
keine Schwierigkeiten. 

Durch Beiïspiele aus dem Gebiete der binomischen Funktionen 
wird man darauf geführt, zu den Punkten q,,...,4,; q!,.:., 4"! 
noch weïtere, davon verschiedene Punkte à!',...,q!' zu fügen, in 
denen die Linearform (+"x) verschwindet, und das Integral 
3) [ (ez")(@dx) _ f(e'dx) _ f(ed») } an ET 

(ex) (xz") (z"x) (2x) (ex) 
mit RÀ,(0|p) in Beziehung zu setzen. Um es zunächst eindeutig 
zu machen, fügen wir in 7 zu den kanonischen Querschnitten 
di. 4,3 0,,..., 0, noch 2n Schnitte, die von irgend einem Punkte 
œæ nach q,,...,4,; q,...,q! laufen. Die Periodizitätsmoduln sind 
dann ganze Vielfache von 2xi, die wir 


4) an a, mit A%°”.Qmi; an b, mit 4°”. 2xi 


bezeichnen wollen. 
Jetzt ist, um die so zerschnittene Fläche genommen, 
in € x) 


Denise Gin) 


einerseits gleich 
in EY 
Ko) 
andererseits gleich 


LEE) _ 9 Gr) 
Ga) — "ENEr) 


Le 
> 


r=n 6, sa % 
SRG'iD- ER GID+ SEX g 0 
also für p = 0: 
(x) (62), le % (0), 
DE (q,| 0) = —În Ts Ze)" » , (o),: 
Ebenso ist : Lo e 
! y) (2' ) 11 EL à p), 7 
32, (  jtER QID+E je gi (p) 
Also 
_ LCD) Ga(#e) TA 
4, br In (2! y) (22) (2x) (2) +28, (CH |p) 2 , (a, 0) 
hi Up) he U(o).| 
Hal mel El ao 
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Im Logarithmus hebt sich (2':) fort, und der Grenzübergang 
wird ausführbar ; der Logarithmus geht über in 


-in(- 69.02), 


Nach (2) ist daher: 


ROAD | A HN 
y) (zx 


° % (0) 1 D | A, (p), A (0). 
9 B(o)l" 2x4 18,(p), B (0). 


1 
e” 


L+ 


re Bibl I 


Wir multiplizieren diese Gleichung mit W/(xz) und verteilen 
alle Glieder symmetrisch in p und 0. Dann ergiebt sich: 


°° YU (p), 


R,(01p)—- > R. (q Ip) 
5 V= Gay e 


Re es 7 LEE r2l, 
V+(y)(r)e > 


Fügt man im Exponenten beiderseits zum letzten Glicde noch 
die in p,0 te Summe 


&e 229, à 2 (p), A, (0). 
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2% D). BC 


CO) 
ke D, (vb) ne 2% (v). 8, (p 


so entsteht links: 

— 555 2 0 (D). (8, (0).— 3 au % (0), 
oder nach III, (6): 

5% (b) (a D 1) 
Rechts entsteht : 

5% (0) (4) — EE 14 (n)). 

Wir setzen jetzt, nach III, (7), an Stelle von 
£, (0 |+) 


, (0 p) + 3% (pu (0). 


den Wert 


Dann ist 


| 


| 
| 


(ze) (7 y) .e 


V(ye)('x)e 
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1 
Rp) S RQ 15) = R(o1p)— DRE 15) + DV (pu (0) 
1 
FE 122 x (bp). a (@') ? 
und die linke Seite von (5) wird: 
6) P*,(0|p) = 


RO ER IDR E png + EE PER) MR), 


während die rechte hieraus durch Vertauschnng von ÿ und 0 bis 
auf das Vorzeichen unter der Wurzel hervorgeht. Demnach ist : 


7) P*(0|p = Ÿ-1.P.-(plo) 
und 
8) P*,(p|o) — 


R 19 ENG 10) EE jen gl + SEP CO GR) (9) 


In den Formeln 5) und 6), 7), 8) ist das Vertau- 
schungsgesetz für R,(v|p) in allgemeinster Gestalt 
ausgedrückt. 

Wählt man die Punkte q, ..., 4; q;, ..., q. s0, daB sie von 
keinem der Querschnitte a, b scheinbar eingeschlossen werden, so 
sind die Zahlen k, 4 gleich Null und kommen zum Wegfall. 

Nun unterscheidet sich aber die Form P*.(v|p) von der (Rit- 
ter’schen) Primform 

7 M: (01) 


B.(o[p) — V(xe)e 
nur durch Glieder, die von o unabhängig sind, und so sieht man: 
Die in (6) definierte Form P*,(0|p) ist eine Prim- 
form vom Charakter der Ritter’schen, und ihr Ver- 
tauschungsgesetz lautet: 


(PE (po) + (Pr (olp) = 0. 

In allen vorangegangenen Formeln stehen uns aufer den An- 
fangspunkten und Integrationskonstanten der benutzten Integrale 
noch die Parameter z,:4, und 2/':2)" zur Verfügung. Ohne zwin- 
genden Grund darüber zu bestimmen, müchten wir vermeiden. 


Damit wollen wir diesen Teil der Untersuchnng abbrechen. 
Wir haben im Verlauf derselben aus dem einen Integrale Æ,(0|p) 
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alle Gebilde hervorgehen sehen, die man auf Riemann'schen Flä- 
chen in Betracht zu ziehen pflegt. Man kônnte die Ausdrücke für 
Primformen scheinbar noch weseñtlich verallgemeinern, indem man 
an Stelle von (xe) in I, (1) und (2) irgend eine ganze, nicht not- 
wendig rationale, Form vter Dimension y(v) setzte. Ihre Null- 
punkte seien 

0 er 0 


ny ) 
wobei jeder so oft zu zählen ist, als seine ,Ordnung“ beträgt. 
Dannist 
1 1=nvy 
Ra (01P)—— 12,010) 


#p(0|Y) Sy Vy)e ra 
eine Primform vom Typus 
A : (0]p) 


B.(o1p) = Ve 
die nurinÿ, und zwar zur ersten Ordnung ver- 
schwindet, ohne irgendwie unendlich zu werden; 
vorausgesetzt ist dabei, daf keiner der Punkte 0,, ..., 0, mit p 
oder den Nullpunkten von (xz) zusammenfällt. Es liegt nahe, 
für p(0) Wurzelformen, oder Formen 1. Gattung oder, 
falls sie existiert, eine Verzweigungsform zu 
nehmen. 

Aber das ist, wie gesagt, nur eine scheinbare Ver- 
allgemeinerung unserer früheren Ausdrücke der 
Primform. Denn man kann stets zu @(v) eine ganze algebra- 
ische (sogar rationale) Form vter Dimension y(v) auf unendlich 
viele Weïisen so bestimmen, daB #(0) mit æ(0) keinen Nullpankt 
gemeinsam hat. Breitet man nun den vorliegenden Funktionen- 


kôrper über £ — ee als unabhängiger Veränderlicher aus, so 
ist obiges x, (v|p) im Wesentlichen die Primform auf der zu £ 
gehôrigen Riemann’schen Fläche im Sinne der vorangegangenen 


Untersuchung. 


V. 
Andere Art von Primformen. 


Während die bisher abgeleiteten Ausdrücke der Primform im 


; ñ ; DRE ARTS 
Wesentlichen aus c CI durch Kompensation der Unstetigkeiten in 


den Nullpunkten von (xz) entstanden, müchten wir schlieBlich noch 
den Spezialfall besprechen, wo diese Unstetigkeiten nach p und 
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den dazu konjugierten Punkten fallen, worauf schon in I kurz 
hingewiesen wurde. Seïen p,, p,, ..., p, die Nullpunkte von (xy), 
und p einer von ibhnen, für den die Primform zu bilden ist. Dann 
ist 

1 "=" 
1) e@ly) = RCIP ST R(o1p) 
ein Integral mit folgenden Unstetigkeiten : 
: 1 
in pi e(lp) = In(cy)——In(ey)+f.c 


5 (1-7) inçey+r.e, 


8) in den #—1 mit p konjugierten Punkten: 


2) 


e(Ip) = —+In(zy)+f.e 


In den Nullpunkten von (xz) ist es stetig. 
Folglich ist 


4) Ip) = ÿanÿe"” 


eine Primform, die nirgendsunendlichwirdund 
in p zur ersten Ordnung verschwindet. Sie verhält 
sich so, als hätte man in der Primform 


RCIP) = Yade"? 


die Veränderliche z,:2, mit y,:%,, also die Punkte q,, ..., q, mit 
p,, ..., p, zusammenfallen lassen. Doch wäre dazu, wie der Aus- 
druck für À,(v|p) lehrt [II, (6), (6)], ein Grenzübergang nôtig ge- 
wesen, den wir durch die obige Darstellung vermieden haben. Der 
Ausdruck, der sich aus IT, (5), (6) für das Integral @(0|yp) ergiebt, 
ist überaus durchsichtig : 


V=ù x [e,] £& HA 
5) o(v|p) — [3 (+ (5) ë, (0) on 


und läft sich leicht noch vereinfachen, worauf wir jedoch nicht 
weiter eingehen wollen. 

Die Primform (v|p) scheidet nur an den Querschnitten b,, ...,b, 
Multiplikatoren aus; es wird nicht nôtig sein, sie anzugeben. Da- 
gegen môüge noch die Beziehung zwischen (0,p) und (p|v0) unter- 
sucht werden. Zu dem Zwecke berechnen wir: 


2 6 
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! 
Lecinae(t1p. 
Man findet 
; 1 v=n : ; 1 =" D 
6) eip)— Z e(,lp) = e(pip)—- ZX e(p,1p), 
wo p,, ..., p, und p!,..., p, je ein System konjugierter Punkte, 


p irgend ein Punkt des ersten, p' irgend einer des zweiten ist. 
Daraus folgt endlich: 


Eine Fülle vollkommen durchsichtiger Darstellungen der Prim- 


form entquillt so der Funktion e"®%. Es wird dadurch die Frage 


nahe gelegt, durch welche Forderungen man unter dieser unend- 
lichen Menge von Ausdrücken einzelne, besonders ausgezeichnete 
Formen ausscheiden kann. Sicher wird dabei auch die Art und 
Weise, wie sich ‘algebraische Funktionen r(v) der Klasse durch 
die Primform darstellen lassen, von Einfluf sein. Die Dar- 
stellung selber aber ergiebt sich einfach aus dem 
Integral 


ne (o)d,R.(o|b) 


StraBburg, 19. Dezember 1900. 


Ueber atlantischen Palolo. 


Von 
E. Ehlers. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Februar 1901. 


Als atlantischen Palolo hat À. G. Mayer !) einen Staurocephalns 
gregaricus beschrieben, der bei Loggerhead Key, einer der Tor- 
tugas-Inseln des Florida - Gebictes, zu gewissen Jahreszeiten in 
groen Mengen frei schwärmend im Meere erscheint und dabei 
die Geschlechtsproducte entlecrt. Die Erscheinung wird eingehend 
geschildert und es bleibt kein Zweifel, da es sich hier um Vor- 
gänge handelt, die vüllig denen entsprechen, welche seit langem 
von dem ,Palolo“ bekannt sind, der bei Samoa und weiterhin im 
pacificischen Meere in so auffallender Weiïse auftritt. 

Die von Herrn À. G. Mayer mitgetheilten Beobachtungen sind 
dadurch von groBem Interesse, und die Schilderung der Erschei- 
nungsweise der Thierc, so wie die Angaben über die Embryonal- 
entwicklung der Wüirmer sollen von mir in keiner Weise bean- 
standet werden. Dagegen ist die Benennung des ,atlantischen 
Palolo“ als Staurocephalus atlanticus vüllig abzuweisen, und es 
scheint mir jetzt geboten, damit auch in die Oeffentlichkeit zu 
treten, seitdem A. E. Verrill?), in der Erkenntnis, da8 der Wurm 
nicht in die Gattung Staurocephalus Gr. (rectius Stauronereis Verr.) 
gehüre, in ihm den Typus einer neuen Gattung sieht, für die er 
den Namen Mayeria Verr. vorschlägt. Er hätte weiter gehen und 
dafür eine neue Familie errichten kônnen, die in den Eigenthiüm- 


1) Bull. Mus. Compar. Zool. Harvard Coll. XXXVI 1900 pg. 1. 

2) A. E. Verrill, Additions to the Turbellaria Nemertina and Annelida of 
the Bermudas. Transact. Connecticut Acad. of Arts and Sciences. Vol. X. Pt. 2. 
November 1900. 
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lichkeiten ihrer Gestaltung unter den Borstenwürmern ganz isolirt 
dastehen würde, in die allerdings auch die Gattung Cirroceros 
(Clprd) einbezogen werden kônnte. 

Allein sowohl der Staurocephalus gregarius wie die Mayeria 
gregarica sind aus der Systematik der Polychaeten zu streichen. 
Denn die guten Abbildungen, die A. G. Mayer von dem Thiere 
geliefert hat, zeigen unzweifelhaft, daB Staurocephalus gregaricus 
die hintere Kôrperstrecke einer Eunicee ist, und daf sein als Kopf- 
ende angesprochenes und in seiner characteristischen Gestaltung 
für die Begründuug einer neuen Gattung verwertheter Kürpertheil 
das Aftersegment mit den Aftercirren ist. Die Abbildung der 
Ruder und Borsten weist gleichfalls durchaus auf eine Eunicee. 
Staurocephalus gregaricus verhält sich zu einer Eunicee wie Cirro- 
ceros (Clprd) zu Nereis (L.)!). 

Diese systematische Richtigstellung erhôht das Interesse an 
der Mayerschen Beobachtung. Es wird die Frage zu erôrtern 
sein, ob und wie weit der atlantische und pacifische ,Palolo“ über- 
einstimmen, sowohl nach der Euniciden-Art, an welcher diese Form 
der Epitokie im westindischen Meere auftritt, wie nach den ürt- 
lichen und zeitlichen Verhältnissen, unter denen die Thiere hier 
leben. Beide Fragen werden unschwer zu beantworten sein, nach- 
dem durch die Beobachtungen von Friedländer*) und Krämer*) 
die Wohnsitze der Eunice viridis (Gray), welche den pacifischen 
Palolo bildet, bekannt geworden sind. Da es bei Loggerhead-Key 
Korallenriffe giebt, so würden diese, nach den von Samoa bekannten 
Verhältnissen, auf das Vorkommen einer Eunicee zu prüfen sein, 
die den atlantischen Palolo erzeugt. Hier tritt auch das geogra- 
phische Interesse mit der Frage nach dem Zusammenhang der pa- 
cifischen und westindischen Meeresfauna ein. 

Mit dieser Klarstellung erledigt sich zum Theil auch die Er- 
wägung, die À. G. Mayer am Schlusse seiner Arbeit ausspricht, 
ob Staurocephalus gregaricus und Palolo viridis ihre übereinstimmen- 
den Fortpflanzungsweisen unabhängig von einander durch natür- 
liche Zuchtwahl unter ähnlichen Einflüssen erworben, oder ob beide 
Würmer von einem gemeinsamen weit zurückliegenden Vorfahren 
abstammen, der derartige Fortpflanzungsweise besessen hat. Sind 
die Erzeuger des pacifischen und atlantischen Palolo nicht Thiere 
der gleichen Art, was nicht wahrscheinlich ist, da die ventralen 


1) Ehlers, Borstenwürmer 1868 pg. 457. 

2) B. Friedländer, über den sogenannten Palolowurm. Biolog. Centralbl. 
XVIII. 1898. No. 10. 

3) A. Krämer, Palolountersuchungen. Biolog. Centralbl. XIX. 1899. No. 1. 
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Pigmentflecke der Eunice viridis (Gray) von dem atlantischen Palolo 
nicht erwäbnt sind und nicht wohl übersehen sein künnen, s0 sind 
sie hôchst wahrscheinlich nah verwandte Arten, für die man an 
einen weit zurückliegenden gemeinsamen Vorfahren nicht zu denken 
braucht. Art und Gattung des Erzeugers vom atlantischen Palolo 
lassen sich nach den bis jetzt darüber vorliegenden Angaben nicht 
sicher feststellen. DaB die Epitokie in ähnlicher Weise wie bei 
Lycoriden, Sylliden, Glycriden, Cirratuliden auch bei Euniciden 
an verschiedenen Arten auftritt, ist nicht unwabrscheinlich; ich 
habe bereits darauf hingewiesen!), da neben der Eunice viridis 
(Gray) bei Samoa noch eine andere Eunicide Palolo bildet; ihre 
Segmentreihen ähneln den entleerten Segmenten des atlantischen 
Palolo, die Mayer abgebildet hat (PI. I. Fig. 2). 


1) Ehlers, über Palolo. Nacbr. k. Ges. d. Wiss. Güttingen. Math.-phys. KI. 
1898. pg. 414. 
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